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内容提要 


本书系綺地介绍近世代数的基本理论.全书共八章 * 前四章 Iff 、环，体、 
棋的基础理论作—般的介绍凼章則作进一步较深人的论节后附有 
习题，每章后列有参考文献.书末附有习埋解答，供读者参考 * 

本书叙述由浅人深，推理详尽 ，便 于阅读，可作为高等院校数学系大学生 
和研究生近世代数课的教材或教学参考书，也可供广大教师和数学工作者参 
考， 



第一 版刖目 


这次修改主要是充实模的内.容，除在新增加的第4章§ 4. 1 
中系统地介绍外，在其他有关章节也适当补充，目的在介绍模的最 
基本的概念及性质，供读者阅读其他代数参考书之用.因为在本书 
对模的引用不多，所以不作更多的论述.此外简化了某些定义，改 
写了某些证明、改正了一些错误，还适当增补了一些内容,各章都 
有变动，大小不 一. 

新添了第4章，其屮第2节是从以前的§ L 4搬来的，其它章 
节仍旧没有变动.这样全书共8章，前4章是群、环、体、模的基本 
介绍 ，后 4章是它们较深入的论述. 

这次改动承副教授谭季伟同志提出了很多宝贵意见 I 使本书 
生色不少，附此志谢. 


熊全淹 

1990年12月，时年八十 
亍培璇山武汉大学 



第一版前言 


本书较系统、全面地介绍近世代数的基本理论.作为髙等院校 
数学系学生的基础读本，在内容选择上 t 力求简明扼要，避免涉及 
一些过于艰深的问题，以求达到加深基础理论的认识.在次序编排 
上，大体参照范德瓦尔登著《近世代 数学》 一书/ 

本书自成系统，论述由浅入深，推理详尽，读者不必参考其它 
书籍就可顺利阅读.每节后附有习题，有些习题提出了一些重要概 
念和问题，读者宜加注书末附有解答*供读者校核.每章后列出 
了适当的参考文献，其中有些表明近代发展情况，也有不少选自 
Amei . Math . Monthly 杂志上的短文;后者内容大都不太困难，读 

者如有可能，望选择阅读，以加深基本功的训练，增强解决问题的 
能力. 

本书是根据多年来武汉大学数学系的《近世代数讲义》改编而 
成.1963年第一版和1978年第二版都由上海科学技术出版社出 
版，此次第三版则由武汉大学出版社出版,他们对本书出版的鼓励 
和支持，编者表承衷心感谢. 

这次改版变动较大，主要是简化了一些定理的证明、添加了一 
些内容、改正了发现的错误、改写了某些节段，但仍保留了全书的 
结构.本书屡经修改 ，质 量虽有所提高，但限于编者水平，缺点和错 
误仍在所难免，敬请读者惠予指正. 

本书初版、二版以来 ，承蒙 广大读者爱护，提出了不少宝贵意 
见，使得本书在修订改版中得以改进，在此一并谨表谢忱. 


捕全淹 


1983年10月 
于珞珈山武汉大学 
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第 1 章 

基本概念 

这章简单地介绍集合、映射、分类等基本概念，并且解#记号 
e 的意义，作为以后各章的准备. 

§1.1 集 合 

数学中讨论的对象，如代数中的数、矩阵，几何中的点、直线 
等，我们现在 统统叫做元索 t 有时就 简单地叫做元 .若干个(有穷个 
或无穷多个)元的集体，叫 做集合 ，或简 单地叫做集， 

我们要知道一个集，必定要知道其中所有的元，也就是说，我 
们对于任意一个元，要能够判别它是否在这个集中 •譬如 ，所有整 
数组成一个集，因为我们餹 便拿一 个数来 ，都 可以判别它是否是整 
数，这个集又 叫做整数集， 我们用 Z 来表示. 

一个集都有自己的特性，譬如，整数集中任意元，都有整数这 
个特性.平面上所有点组成的集与平面上所有困组成的集都各有 
各的特性.因此，对于一个集，我们可以用它的特性来判别任意元 
是否在它里面. 

任意一个元 a ， 如果它有集合 M 的特性，也就是说，它是 M 中 
元时，我们就用记号 

a^：M 

来 表示. 如果它没有集合 M 的特性，也就是说，它不是 Af 中充时 t 
我们就用 

a^M 
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来表示.有时^在 M 中我们也说 a 属于 A /， 或者说 M 包含1同 
样 ⑷不在 A / 中我们也说 a 不属于或者说 M 不包含^ 一个集 
所包含的元假如是有穷个，就叫做有穷集，否则就叫做无穷集 .一 
个集所包含的元的个数，叫做这集的元数或浓度.有穷集的元数当 
然是正整数. 

集合可以用列举其中所有元来表示，替如，整数集 Z 可以写 

成：2={0，1，一]，2，一2广，}，或 

{ …， 一 2，一1，0山2，一}- 

一般，假如财含元 a 4 <，…，我们就用记号表为 

A/— {a ， 6 ， r， … 


通常一个集都含有一个以上的元，但是当它只含一个元时，这 
个集就与它所含的那唯 一一 个元常常不加区别.为了叙述方便，我 
们便假定不包含任何元的也成为一个集，叫做空集，它的元数是 
零.餐如，大于1而小于2的整数集合就是空集 - 

假如集合 W 中所有元都是集合 M 中元，也就是说， W 是加 

的一部分，或者说 ，任意 一个元，如果它有 W 
的特性，它一定也有 M 的特性，那么 Af 就叫 
做 M 的子集， M 又叫做 W 的包含集*我们用 
记号或 表承. 子集与包含集的 
关系可以用图形（图 1.1) 来说明， 

有穷集的子集是有穷集，无穷集的包含集 

又是无穷集. 



为了方便，我们假定任意集都包含空集.再从五及万 
我们就得到 4 GC . 

假如 M 中所有元都属于同时 W 中所有元又都属于 M ， 即 


也就是说, A / 与 W 的特性完全相同时，我们就说 M 与 N 枏等 ，用 
记号 


M=N 


[ S 1. I ] 集合 

表示.假如但况， W 不相等，那么 W 就叫做射的真子集， 

财叫做 W 的真包含集，用记号 

WCTAf 或 AfDN 

表示，这时 W 中所有元都厲于 M ， 但 M 中至少有一个元不膘于 

从 

上面，我们介绍了集合的基本概念，现在介绍它的三个结合 
法. 

定义1假如是两个集，那么厲于财同时又不厲于 W 
的所有元形成的集叫做 M 与、的 
差集，用记号 

D=^M-N 

表示. 

D 是 M 的子集，我们可以用图形 
(图 1. 2) 中财 中的阴影部分来说明 - 
显然 

M — 

定义2假如是两个集，那么属于 M 同时又厲于 W 的 
所有元形成的集叫 做况与 W 的交集，用记号 

表示* 

于是 F 是 M . N 的子集，并且任何集只要它同时是 M ， SV 的 
子集.它一定是 P 的于集，囟此户是包含在 M . N 中的最大集.关 

于交集的概念，我们可以用图形（图 L 3) 
来说明. 

定义3假如是两个集，那么 
厲于 M 或者膘于 JV 的所有元形成的集 
图 I . 3 叫做 M 与; V 的并集，用记号 

S = M\JN 
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于是 S 是的包含集，并且任何集只要它同时是 AfiAT 的 
包含集，它一定也是 S 的包含集，因此 S 是包含 M ， W 的鼉小集. 
关于并集的概念，我们可以用图形（图 
1- 4) 来说明 ■ 

. 由定义 * 我们容易得知— 

W ) 是空集，又 

M = < Mf ] N)\J ( Af — AO * 图 L 4 

假如是三个集，显然 

(^ nif > nc = An <^ nc ), 

(AniJ>nc=Mnc)nc^nc) f 

( AUi ?) UC =(/ UJC ) U ( MJC ), 

下面是关于交集与并集的两个分配律. 

用图形说明如左. 

证明 首先因为 

B ^ BUC , 

同样 znt ： Gzn ( BUc )， 因此 

(ad^)u wnc)QAn(^uo. 

再假如 aezn (£ Uc )， 那么 ae 九 aEBUc , 于是石或。 
GC . 从前者言 wezn 馬从后者言， aeAfK . 因此。€01门厶） 
u 04 no , 这就是说 

a\Mbuc)^(a(]B)U (ACio, 

所以定理成立. 

同样我们有 

AUcBnc)=Mu^)n(Auo. 

为了区别，由元组成的集,叫做第一层集，把第一层集当作元 
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映射、分类 


组成的集，叫概第二居集.第二层集又常叫做系. 

若干个集的交集与并集可以按两个集的情形同样定义.假定 ■ 

L 是由集 ••组 成的系，我们用 

AC[Bf\CC]- 

表示^的交集，用 

^U^UCU- 

表示 L 的并集.要注意的是 L 虽然是第二层集，但它的交集、并集 
却都是第一层集- 


习题 1-1 

1. 仃意两个集是否都有交集与并集？ 

2. 假定災那么 AC \ B= f l 

3 - 银定 是三个集， 试证： 

0) AJJ<BnC) = <AUB)nUUC)i 
Cii ) = 

4* 假走是三个集，如果它们的乘法规定是 
^ ： UB)C = A(BC). 

^ 假定财是元数为”的有穷集4是 M 的所有子集组成的系，试证 
的元数是 A 


§1.2 映射、分类 

我们知道，近世代数中集合的元是抽象的，因此，两个巔合如 
何 进行比较是一个重要问埋.映射这个概念主要用途之一就是用 
来解决这个问埋，它是近世代数中最基本的工具. 

下面是一些最基本概念. 

对于集 M 中每一个元 I 如果根据某种规则，我们可以使它 
与集 W 中唯一一个元对应，那么这对应叫做 M 射到 AT 的映射，那 
个与0对应的元*叫做^的像^又叫做它的像的像濂.这时 Af 中 
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任意元在 W 中都有像*但“中任意元在 M 中不一定都有像源.如 
果# 中元在 M 中不都有像源，那么这映射叫做财射到 W 内的映 
射.如杲#中任意元在 M 中都有像源，那么这映射叫做 Af 射到 
W 上 的映射.有时又叫做 满射. 

假如 M 射到 W 的映射用 a 来表示，那么 a 的像，我们就用 
来表示，有时这映射又表为 a — ■映射这个概念与数学分 
析中函数的概念一致，因此 〆 a ) 又常叫做 a 的 函数. 

显然, M 射到#内的映射就是 A / 射到 W 中某个子集上的映 
射.譬如在整数集 Z 中，根据自乘这个规则，把任意整数 a 与它的 
自乘^对应，即 d — i ， 那么这对应是 Z 射到自己内的映射，也是 
Z 射到由所有整数平方组成的子集上的映射. 

我们知道，对于映射〜像源 。固然 只有唯一的橡 aU )， 但是 
像就不一定只有一个像源 a ， 它可能有一个以上的像源.任意 
像只有一个像塬的映射，又叫做一对一的 映射; 有时叫做单射，不 
是一对一的映射，又 叫做多 对一的映射.假如 a 是 M 射到 W 的映 
射，方是 W 的子集善 A / 中所有这样元组成的子集，它们的像 
都在厶中，那么 A 叫做万对于映射 a 的完全像源. 

M 射到#的映射 a , 当七尹 a 2 时 wh ) 彳 〆 a ) ，也就是说，当 
〆 〜）= 〃(〜）时，^二〜，那么 ( T 就是单射.单射又是满射时，有时 
叫做双射 - 

集合 A / 射到 W 的双射〃又叫做可逆映射 ， 用记号 

表示.这时 JV 中元6的像源用 ⑻来表 示.显然 b ^- ] ( W 是 W 
射到 M 上的映射，我们叫它做〃的逆映射，用记号 P 表示-因此, 
任意可逆映射都有唯 一一 个逆映射，这逆映射也是可逆映射.假如 

^是可逆映射，那么它的逆映射的逆映射就是〃，这就是说 

W=l 

譬如，在整数集 Z 中，我们把偁数与0对应，奇数与1对应，这 
样就得到 z 射到集合{0，1}上的映射，这映射是多对一的，0的完 
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全像源是所有偶数，1的完全像源是所有奇数，它们都没有唯一的 

像源.假如我们把整数《与加对应，即〜那就得到 i 射到偶 

数集上的映射，这映射是单射，因此它是可逆映射，它的逆映射就 
是 2? i —^ n . 

假如有一个单射把两个集 M 、 N 中的一个，譬如说 A /， 射到另 
一个 N 上，那么这两个集就叫做 有相等的浓度 ，或 元数. 显然 Z 与 
偶数集有相等的浓度 ，因 此一个集的浓度也可以与它的真子集的 
浓度相等•这是无穷集的一个重荽性质.任意有穷集是没有这个性 
质的.与正整数集或它的子集有相等浓度的集，叫做可 数集. 一个 
集如果不是可数集，就叫做不 可数集 • 任一可想潘中元可以用正整 
数做标号来排列，于是任意可数集 A / 可以写成 

{^1 --- , C 3 fl ， … 

有穷粲是可数集，正整数集是可数集，整数集 Z 也是可数集.再可 
数个可数粲的并集又是可数集，因此有理数集是可数集. ■ 

假定那么 M 射到 iV 的映射，就叫做 A / 射到自 3 的映 
射， M 射到 W 上（内）的映射，就叫做 M 射到自己上（内） 的 映射. 
^ 射到自己的双射即 於的可 逆映射，有时又叫做 M 的 变换. 对于 
M 中任意元使自身与它对应，也就是说，不使 A / 中任意元变动， 
是 A / 射到自己的双射,叫做 A / 的恒等映射,用/表示，即 JQ ) = 
^很多重要的映射都是射到自己上的映射，簪如，平面上的旋转就 
可以看成为平面上的点集射到自己上的映射.要注意的是 A / 射到 
自&内的映射有时是单射，而 A / 射到自己上的映射却有时不是单 
射.譬如，映射 技 一2 n 就是一个 Z 射到自 d 内的单射，而映射 
ny 2 n -\ l^Zn + l 则是一个 Z 射到自己上的多对一的映射 * 

假如 A ， A 都是财射到 JV 的映射，如果对于 M 中任意元^ 
有 々( a ) ，我们就说这两个映射相等，用记号& = a 表示. 

假如是只射到厶的映射， r 是 i ? 射到 C T 的映射， 〆 <0 =6, r(W = 

o 即 c ， 我们容易证明，对应 r 就是 d 射到 (； 的映射， 
叫做映射^ a 的积，用记 f ra 表示， g)J 
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r^(a)=r(<r(^)>, 

这就是说，〃是先施行〜后施行 r 得到的映射. 

要注意的是 * 同一个集的任意两个映射的积是存在的 * 但一般 
对于不同集的两个映射不一定有积，假如有积，其积也不只一个. 
譬如 P 是 M 射到 W 的映射， r 是 W 射到 M 的映射1这时，都 
有意义 ，但 前者是 M 射到自己的映射，而后者则是 W 射到自己的 
映射，两者显然不一致.即令一般 ra 与 a 也不一定相等， 
即也就是说，映射的乘法不适合交换律.像这样的例于， 
我们在几何上是常见的.再假如〃是可逆映射，那么 
因此 这就是说是恒等映射.同样，也是恒等映 

射.再假如〜 r 都是可逆映射，那么又都是可逆映射:显然 
疗 - w 、- 1 就分别是它们的逆映射. 

为了方便，映射等式有时用 交换图 （图 1. 6) 来表示•同 
样，交换图(图 1. 7) 表示 r < T = a . 这里所谓的交换是指在图中从一 
个始点沿着每一条路线到达一个终点所得到的映射都是相等的. 



個定对于_斛中任意两元〜匕根据某个规则，我们可以把 
a J 与某集中的一个元 c 对应，那么这对应，我们叫做 M 的结 
合法，有时又叫做 A / 的代 数运算 .这时我们又常常说，根据这结合 
法，可以把 a ，6 结合得到元 c ， 因此我们又说 M 有一个结合法.譬 
如，对于整数集 Z 中任意两数我们命 a + 6 与它们对应，那么 
这对应就是 Z 的结合法，它就是普通的 加法. 同样，对于 t 心我们 
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命6与它们对应，这对应也是 Z 的结合法，它就是普通的乘 
法. . 

一个集，假如它具有适合某些法则的结合法，或代数运算，就 
叫做代数系.像上面所示，整数集 Z 是代数系，因为它的加法、乘 
法两个结合法适合交换律、结合律、分配律等法則.近世代数的目 
的就是讨论某些基本代数系关于结合法的性质，也就是代数性质. 
因此可以说，近世代数是研究某些基本代数系的理论学科. 

上面我们介绍了映射，现在再来介绍分类这个概念. 

我们知道，通常我们把两个元看成为一个元，或者说两个元相 
等，所用的记号适合下面三个律： 

1°自反律 

2 C 对称律:假如^=卜那就办 
3°传递律 :假如 a = b ， b=c ， 那就 
并且引用等号时也只是引用了这三个律，但是适合这三个律的关 
系还有很多. 一 般来说，我们有： 

定义假如对于一个集中元，规定了一个关系〜，并且可以判 
别其中每对元是否有这关系 a 〜6,再这关系还适合自反、对 
称、传递二个律，即 

1 ° G 〜 <2, 


r 假如^ 〜匕那就^ -心 


3 C 


假如^〜^ 4〜 c ，那就 a 


那么这关系，叫做这集的等价关系. 

譬如，初等几何中的三角形全等、相似都是三角形间的等价关 
系，但是整数集中不相等，或者大于、小于等关系都不是等价关系. 
又如在有穷集 M =< H 4,6,：!0> 中，假定两个数的和能够用4整 
除这个关系是〜，即当 4 1^+«时0〜心显然对称律成立,再我们 
不难证明传递律也成立，但自反律不成立，因此这关系不是 M 的 
等价关系 [1] - 


在一个集中，根据某种关系或者用某个观点把某些元看成相 
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等或同类，把某些元看成不相等或不同类，叫做分类.下面是分类 
与等价关系之间的一个重要性质. 

定理 假如集 M 有一个等价关系，所有与其中一个元等价的 
元形成的子集，叫做一类，那么 A / 就能够分成为若干个这样没有 
公共元的类而无剩余.反过来，假如 M 能够分成若干个没有公共 
元的集而无絢余，这种集我们叫它做类，那么元素在同一类这个关 
系就是等价关系. 

证明 定理的后半段我们容易知其成立，因此，我们只要证明 
前半段就行了. 

假定集是 I 中所有与元 a 等价的元形成的类，那么类/^ 
中包含的元是相互等价的，这是因为从根据对称律、 
传递律就得到 b - c . 显然 M 中任意元必定属于这样的某一类，因 
此 M 可以分成这样的类而无剩余. 

假如我们能够证明任意这样的两类不是相等就是没有一个公 
共元，那么 M 中任意一元只能在唯-■类，因此定理的前半段就告 
成立. 

假定两类 心、^ 有一个公共元 c ， 那么 a 〜 t 〜因此 
如果元，因为^ r ， 所以6〜心于是因此 

同样，我们可以证明 所以 = 这就是说，任意两类如 
果不相等，那么它们就没有一个公共元，于是定理的前半段成立， 
因此定理得证. 

于是我们得知一个集，如果有一个等价关系，它就有一种分 
类.反过来，如果它有一种分类_它就有一个等价关系. 

假如《是正整数，在整数集 Z 中，两数 a ， 6 的差— h 如果能 
够用"整除 ，即幻 W 时，叫做0与6关于模”同余，用记号 

a=b (mod n ) 或 a=b («) 

表示，有时又简写成“二匕显然心井且我们容易证明 ：假如 
那么再假如那么所以定是等价关 
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系.于是对这个关系，整数集 Z 有一个分类 ^ 所在的类是所有形 
如 a+h U 是任意整数)的数形成的集，叫做^ 关于〃 的同余类, 
我们用5表示，即 

是任意整数}， 

因此 Z 可以分成为《 个类： 

0，1 ，…， n — 1 . 

这是因为关于模》，任意一整数必定与中某一数同 
余 ，并且 0，1，…— 1中任意两数都不同余.当 《=1 时，整个 Z 成 
为一类;当^ = 2时, Z 就分成为两类，一类是所有偁数形成的偁数 
类，一类是所有奇数形成的奇数类.任意元只与自身同余，并且相 
异的元都不同余的同余叫做零同余.因此 Z 自身可以看成是根据 
零同余的分类，它的每个同余类只有一个元. 

上面是为了叙述方便，假定《>0,其实 n <0 时也是同样成立 
的，这时整数集 Z 可以分成 h | 个同余类， 

习题 L 2 

1- 假如 a 三6 <? j )( n ), 那么 

(n) , a—c=b—d (r) , 
mu^mb Cn ), ac=bd ( n ). 

2 - 试就” =~5 时，把整数集 Z 分‘ 

3 . 假，如^是4射到刀上的映射， r 是 B 射到 A 上的映射•如果打=厂那 
么 a 是 r 的逆映射- 

4 . 假如 J 是财射到"上的映射分别是 M ，# 的子集，试证 
的完全像源包含 A ， 而 B 的完全像源的像就是及 

5 . 有人说从对称律和传递律可以推出自反律,因此自反律可以不要，他 
的理由是从 a 〜 6 ,由对称律得6〜〜再由传递律便得，你的意见 如何？ 

6. 等价三个律可以改成： 

(1) a 〜 A, 

(2) 如果 a 〜 6， a 〜，那么 i 〜 

为什么？ 


基本概念 


[第1章] 


H .3 自然数、数学归纳法 


依照发展的过程来讲，人类首先知道的数是正整数，也就是自 


然数 


】 ，2,3,4,5 i …， 

它们组成的正整数集乂叫 做自然数集. 在这节我们不叙述以它的 
基本性质为特征的公理 [£] * 只叙述它的一些基本性质/目的在于介 
绍数学归纳法的钲法和定义，以备以后引用 • 

—个集，假如有一个叫做某元在某元前的順序关系，元 a 在元 
&前，我们就说 a 小于或者6大于 d ， 用记号或来表 
示，如杲这关系又满足下面两个条件： 

r 对于任意两元 h 心下面的关系必定有一个而且只有一个 
成立： 

a=b ， a<C.bf b<^M; 

2 a 对于三元从就 有 
那么这集就 叫做有序集. 空集认为是有序集.自然数 集依数 大小的 
顺序是有序集，这性质有时又叫 做自然数的有序性. 

再自然数集是无穷集，即它的元数不是自然数.假如其中数依 
大小的顺序排，那么在任意一数后还有数. 

下面是自然数集的另一基本性质，这性质有时又叫做 自然数 
的最小性. 

定理1在自然数集的任一非空子集 M 中，必定有一个最小 
数，也就是说，在集 A / 屮有不大于其它任意数的数. 

证明因为非空，所以在 M 中可以取一数心显然, M 中 
所有不大于 n 的数组成的非空集如果 JV 中有最小数，那 
么这最小数就是财的最小数，但从1到《 只有〃 个自然数，于是 
N 屮所含的数最多只有〃个，所以 JV 有最小数，因此定理就或立. 

根据这性质，我们可以推得下面重要定理，它是数学归纳法原 
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理的依据- 

定理 2 假定 M 是由 1 自然数组成的集，如果它含有1，并且当 
它含有数 n — 1时，也含有数〜那么它含所有的自然数，即 M 是 
自然数集. 

证明假定 W 是所有不属于财的自然数组成的集,如果它 
是空集，那么定理成立.假定 JV 非空，由上面的定理得知 W 中必 
定有一个最小数^因为所以#1，因此 ^一1 是自然 
数.但^是^中最小数，所以 c 一 1 GM , 于是由假设，这与上 
面的假设矛盾.因此 W 是空集，也就是说，所有自然数都在 M 中, 
所以定理得证. 

于是我们得知，为了要证明一个命题对于所有自然数都是真 
实的，我们只要证明两件事，首先证明它对于1是真实的，再假定 
这命题对于自然数 n — ： I 是真实的时，进而证明它对于自然数 n 也 
是真实的就行了.这就是普通所谓的数学归纳法.此外，数学归纳 
法还有下而另一形式. 

为了要证明一个命题对于所有的自然数都是真实的，我们只 
要证明它对于1是真实的，并且假定它对于所有小于《的自然数 
都是真实的时，再证明它对于自然软《也是真实的就拧了.这形式 
在应用上有时比上面的方便. 

譬如,任意一笔大于 7 元的整数付款可以用3元及5元票面 
的钞票支付，这一事实可以用数学归纳法验证如下 ：显然 ，8元的 
付款可以用一张 3 元及一张5元的钞票支付, 9 元的付款可以用 
三张3元的钞票支付,10元的付款可以用两张5元的钞票支付， 
这就是说，当” =1，/? = 2，/1 = 3,即 

1 + 7 = 8, 2 I 7 = 9， 3 + 7-10 

时，这事实是真 实的; 假定小于 m 时这事实是真实的，因为 

« + 7=〔（《 — 3) + 7〕+3， 

所以当为《时这事实也是真实的 ，因 此对于任意《这事实都是真 
实的，即任意” + 7 元的付款都可以用 3 元及 5 元的钞票支付. 
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再有许多定义也可以根据归纳法的原理来规定，这就是说 ，一 
个定义对于所有的自然数都规定好了，只要根据两件事实，备先我 
们对于数1规定这定义，其次假定这定义对于自然数《 — 1(或是 
小于《的所有自然数)已经规定好了，再规定它对于0然数 w 的意 
义就行了* 

醬如，假定一个集有一个乘法的结合法，其中任意《个元 a :， 
a z ^- t a n 的乘积 

I 

Jt 

11^- = 〜， 

我们可以根据归纳法这样来规定它的意义： 

1 ， n 一 1 

H 〜 = 屮， II 、一 （ II a .)〜■ 

j=i f=i 

习题 1+3 


1- 试用归纳法证明：对于任意自然数《， 

4“ 1 — 3 n — 4 


必定是9的 

2 - 试用归纳法原理規定/的意义，这里《是自然数* 


参考文献 

1 Roseubauw R A , Remark on Equivalence Relation . Amer , Math . 
Monthly , 1955(62)： 650 

2. (前苏)勃罗斯库列亚柯夫 N B 著. 数与多项式.吴品三译.北京:高 
等教育出 脒社. 第三章 * 
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群 

这章简单地介绍群的基本概念,主要是说明群、子群、同构、同 
态、正规子群、商群等的意义，以及它们的基本 性质; 在第5章中, 
我们还要进一步讨论它们的一些比较复杂的重要性质 * 

§ 2. 1群的概念 

在数学各部门以及它的应用中，很多代数系是只有一种结合 
法的，譬如，后面所述的变换的集合就是这样.在只有一种结合法 
的代数系中，最重要的躭是群，它的运算法则与数的运算法则类 
似，并且有非常广泛的应用，是近世代数中最基本的概念. 

定义一个集 G ， 假如它不是空集，并且满足下面4个条件， 
就叫 做群： 

l a G 有一个闭合的结合法 ，这就 是说， G 中任意两元的 
结合 r 仍然是 G 中元 • 结合法通常写成乘法，这时 r 又叫做的 
积，我们用记号 

a * b 土 c 5 ^ ab~c 

表示.要注意的是积 M 虽然 是由心 6唯一决定的,但一般它还与 
的顺序有关，也就是说 ，以 不一定等于6心 
尤 G 的结合法适合结合律，也就是说，对于 G 中任意三元 
我们有 

(ab)c^a(bc)* 

y C 中有一个(左) 单位元 ~对于 G 中任意元 a ， 有 
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ea—a. 

4 P 对于 G 中任意 元〜在 G 中有一个满足 

a~ x a —e 

的(左)逆元厂、这里 e 就是上面的(左)单位元. 

—个非空集，假如它满足上面的条件1%也就是说，它有一个 
闭合的结合法时，我们就叫它做乘集.假如它满足上面]°，2°两个 
条件，我们又叫它做半群.半群也是一个重要概念. 

一个群，假如它的结合法还满足交 换律： 

ab=^ba , 

就叫做交换群或阿贝耳 (N. H. △“〖，1802—1829)群. 

群这个概念概括了很多代数系，为了对这概念有较深人的认 
识，下面给出一些例. 

譬如，所有正有理数，结合法是通常的乘法，成一个群，它的单 
位元是有理数集 Q 对于加法成群，单位元是 O. 但对于乘法只 
成为半群，面不能成为群，因为零没有逆元.同样，整数集 Z 对加 
法成群.又整数1，一 1或者单独的一个整数对乘法都成群，这 
些都是交换群.由1个元组成的群，叫做单位元群，元数是有穷的 
群叫做有穷群，否则就叫做无穷群.群 G 的元数用 |G| 表示. 

又如所有形如(^纟)的元的集合其中^ A 都是实数，并且 
a#0, 如果 (a 4)(0^1 =(似,知+ < 0，，那么妨成群，（1，0)是单位 
元，6)的逆元是0) _ 〗，一私 _1 ). 

下面，我们再给出两类重要的群，它的元都不是数. 

由实数组成的所有〃阶满秩矩阵对乘法成为群，叫做 K 上的 
n 阶线性群，或简称线性群，用 GLOi ，/：) 表示，这里 是实数集， 
线性群的单位宂是对角线上元都是1其余都是0的单位矩阵^ 
维线性空间的所有满秩线性变换对乘法形成的群就是 n 阶线性 
群. 

在空间，绕一个®定点的所有旋转组成一个群，叫做旋转群. 
这是因为两个旋转顺次施行的结果仍然是一个绕那个固定点 





群的檷念 


17 


的旋转.假如我们把先施行/再施行$得到的旋转，叫做的积， 
用^ w 或^表示，那么结合律显然成立.恒等旋转就是单位允 .一 
个旋转的逆就是与原旋转相反的旋转.从几何直观我们很容易得 
知 w 不一定是^，因此旋转群不一定是交换群， 

假如空间中所有点的集合用 M 表示，那么绕一个固定点的旋 
转，显然是 A / 射到自己上的可逆映射，也就是 M 的变换.但变換 
不一定是旋转，如果把旋转换成更广泛的变换，我们要问, M 的所 
有变換是否也像上面旋转一样能够形成为群？ 

因为变換是可逆映射，由§ 1. 2我们得知，任意两个变换 
的积^仍然是一个变换，它是先施行变换/，再施行变换 s 得到的 
变换.假如 a 是施行的对象，那就有 # ’ 

st (o)=s(t (a))- 

要证明结合律我们只要把两边的变換同时施行到对 
象^上，这样我们就有 

I 

Crj)/Ci?) ~ (rs)(t(a))=^r(s(t(a))) ^ 
r(st )(a)^=r(st(a))=r(s(t(a ))) , 

因此结合律成立.恒等变换/是把每个施行对象仍然变成自己的 
映射 ，即 


/(fl)=<2， 

因此，对于任意变換^我们有所以恒等变换具有群的单位 
元的性质.任意变换 J 都有逆变換厂 S 它是把 Ka ) 变成为 o 的映 
射，因此厂4=人从上面看来，集 M 的所有变换满足群的4个条 
件，所以，所有这些变换形成为群，叫做集 M 的变 换群. 一般它不 
是交換群•假如於是元数为《的有穷集，那么这个变换群也叫做 
n 个文宇上的对称群 ，或 K 次对称群 t 或者简称为 对称群，用 义表 
示. 也就是 说，” 个文宇 上的所 有变换组成的群就是对称群我 


*> 有的书上把对看成是先施行^再施行（得到的变换，这时我们有 
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从群定义中条件2%我们得知任意三元 a 的乘积 1 由它们 
自身及它们的顺序唯一决定，与结合的先后也就是与所加的“括 
弧”无关，对于任意个元的乘积也是如此 • 

定理1群 G 中任意《个元^^…^的乘积由它们自身 
及它们的顺序唯一决定. 

证明我们用归纳法来证明.当3时，就是群定义的条件 
2°. 现在假定元数小于《时定理成立，来证明元数是〃时定理也成 

立 ■ 

«个元依 h ^的顺序的乘积不外下列各种 形式： 

(^!> • ia 2 * 

• a 2 ) * (w*A )， 

(^i * … a 卜 。 . （ a,), 

但其中任意一种 

= (〜）• （(……〜） * (心 +] … O ) 

这就是说，它们都与第一种一致，所以它们的乘积与所加的括弧无 
关，因此定理成立. 

假如 G 是交換群，那么七，…，&的乘积由它们自身就唯 
一决定，与它们的顺序无关 - 

于是为了方便，《个 元…， < j 2 ，… A 的乘积，我们就用 a it 2 2 — a „ 
表示，不另加栝弧.此外，与普通代數学中一样，我们又有 

a'^d=a K y ^ a^~e^ a 1 —a, 

、 __ K 、 • ♦ 

个 

从群定义中 3%4 D 两条件 + 我们有 ^ 用厂 1 

的(左)逆元左乘就得到仙即 

aa^ x =e. 

也就是说，左逆元同时又是右逆元，因此我们又叫做 a 的逆 
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元. 再因为 

ae—aa^ l a=ea~a , 

也就是说，左单位元同时又 是右单位元， 因此我们又叫 e 做单位 
元. 

群的单位元只有唯一的一个，这是因为，假如 都 是单位 
元，那就有 


e l e z — e z —e 1 . 

元 a 的逆元也只有唯一的一个，这是因为，假如 he 都是1的逆 
元，那么*因为所以 

b = bac = ec = i c . 

显然 ，元 ^又是它的逆元的逆元，即 
关于两个元乘积的逆元，我们有下面的计算 规则： 

(ab) 一'二 ir 1 。- 1 ， 

这是因为(办 ') ab ^ b~ x ia ^ l a')b = b ^ x b = L e , 

假定是群 G 的元，那么方程 ax = 6与％ = 6在 G 中都只 
有唯 一一 个解，就是因为 

{ha~ l )a=bia~ x a)=be—h^ 

所以: = 分别是它们的解.显然，它们的解都是唯一 

我们又常常说是 d 左除6的商，是 u 右除 A 的商，因 
为乘法与因子的顺序有关，所以 a 左除6与 a 右除 6 t 它们的商一 
般不是相等的.于是在群中，乘法这种运算是有逆运算的，也就是 
说，在群中除了乘法运箅外，还有它的逆运算除法这种运算，并且 
对于除法来说，它也与乘法一样是闭合的. 

假定方是群 G 的元，并且或那就有各= 
V . 这是因为，用厂 1 左乘的两边或用 a - 1 右乘如=6、的 
两边，就得到 b = b \ 闼此 + 群的结合法又是适合消去律的. 
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下面，我们来讨论群组成的条件. 

显然，群定义中3%4°两个条件可以引用(右)单位元及(右)逆 
元而改成为 ae ^ a , aa ^ } = e 的形式，但是不可改为 ae =^ a ^ a ~ x a ^ 
^ M 此外，这两个条件还可以用另外的形式来表达 - 

定理2群定义中 3% C 两个条件，可以用对除法是闭合的, 
也就是说，对于群中任意元 a ， M 方程在群中有解这 
条件来代替. 

证明我们只要用群定义中两条件与对除法是闭合的 
这一条件能够推出群定义中3%^两条件就行了. 

假定 c 是群中元，£是方程 m 的解，即 ec ^ c , 如果 a 是群 
屮任意元，并且 c ： y = ti ， 那么由 &; y = os 即得 

ea=a. 

因此，群定义中条件3°成立.至于条件4°，从的可解性就可 
以推出来，所以定埋得证. 

由上面的证明，我们得知群中一元如果与群中某元相乘，其积 
仍然是某元，那么它就是群的单位元.又，一个集，假如它对于乘法 
及它的逆运算除法都是闭合的，并且_法的结合律也成立:那么它 
就成为群， 

定理3假如 G 是有穷集，那么它成群所需要的除法是闭合 
的这条件又可以用消去律来代替. 

证明假定心，…，是 G 中任意元，那么{叫， 
郎 2 ，…，仙„}是 G 的子集，但这《个元彼此互异，因为假如 叫= 

%，由消去律就得到 d ,， 这与假设不合，所以 

G^iaaj ，叫，…， 

因此 G 中任意元6可以写成叫的形式，所以是方程 
4在 G 中的解.同样，我们可以证明6=加在 G 中也有 解旧此 
定理成立. 

于是，我们得知适合消去律的有穷半群是一个群.但要注意的 
是有穷是一个重要条件，否则定理不成立1譬如，整数集 Z 就是如 
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此，它对乘法不成群. 

群的很多性质可以用来作为它的定义 ，因此 群可以有很多不 
同的定义*罗伦茨 ( P . Lorenzen ) 曾举了 40个以上的定义，其中有 

不用乘法而用除法来定义的，读者如有兴趣，可参考本聿末的文献 
[3], 

我们容易知道 ，一个 乘集或一个群，偎如其中任意两元的积巳 
经知道，那么这乘集或这群的结合法也就完全知道.假如乘 集(?= 
{ q , 七，…… h 卡莱 ( A . Cayley ， 1821 — 1895) 用下面的表来表 

示 G 中任意两元的结合法，叫做 乘法表 ，当 G 是群时，这表又叫做 

群表， 



臂如，群 { c . a . b } 中元的结合法为 

ee~e 9 ea=ae=a 9 eb^be=b5 
aa~b 9 bb=^ % ab=ba—e, 

那么它的群表就是 



从乘法来看元索间的结合法非常明显，因此，我们给出一个群 
时，常常就给出它的群表 . 在群表的每行每列中，群的任意元必定 
出现一次而且也只能出现一次，这是因为在群中消去法是成立的. 
交换群并且只有交換群才有关于主对角线对称的群表. 

当群 G 的结合法满足交换律时，也就是说， C 是交换群时，我 
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们常常把结合法写成加法，积 d 就写成和 a+A， 这时 G 又叫做加 
群，有时也叫做掸单位元写成0,叫做零元，元 a 的逆元写成 
叫做负 a. 即 


0+ ct M a 9 


a + a =^0. 


再 


a + *^+a~na , (—a) + ^ m + (^a) = 


na 


«个 


n 个 


并且我们又常常把 a+( — W 写成 a — ^叫做 a 减卜因此 一(a—« 
二 b — u * 特别地，当模的元是数吋*我们又常常把它叫做数模，因此 
有理数集 Q， 整数集 z 都是数模. 


题2_ 


1- 假如(1，2,3,4}的乘法表是 


它们是否成为群？假如不成为群，结合律是否成立？有无单位元? 
匕试证下面4个矩阵对于乘法 成群： 


-1 0 


a — 1 


o — 1 


士试证下面 s 个分数 


丄 


， 1 —r t 


-1 


一 1 


成群，这时两个分数的结合法是把第 2 个分数代人第1个分数中的『所得到 
的结果 - 

4. 假定 M 是某集合的所有子集的系，如果其中子集 A.B 的结合法 
=-(^1^) — 04门£)，试证:从成群. 

5* 试求 


a b 


d e 


b e a d c 


(； 


b c d e 


b c a e d 
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试求3个文宇上的对称群&的群表. 

7. 试 证:群 G 为交换群的必要充分条件是对于其中任*两元^6有 

(ab) 2 =a 2 d 2 . 

8- 假如 C； 是群，如果其中任意元的逆元就是它自身，或者说每个元的阶 
数是2,那么 C 是交换群. 

9+试证 :在任 意非交换群中，存在满足以=&两个异于单位兀的元 

10. 假定 G 是群， a 是 C ； 中一元，试证 ：映射 (或即），托是 
G 的变换，弁且 G 的所有这样的变换成为一个群. 

11. 假定是非空集合，它有一个叫做除法的闭合的结合法 d 办，并且 

r a/a~b/b = e t 2* a/(b/b) = ay 3 fl {a/c}/ ibl c ) =^afb, 

试证: G 对乘法成群，其中是单位元是 
« 的逆元. 

§2.2 子 群 

在研究一个群的构造时，也就是说，整个地来看群中元素间的 
关系时，当然需要考虑它的子群.群的全部内容大都与子群有关， 
子群是一个重要概念. 

定义 个群 G 的非空了集厂，假如对于 C 的结合法成为 
群，就叫做 G 的子群. 

譬如，整数集对加法形成的群是有理数集对加法形成的群的 
子群，但 K 一]对乘法形成的群小是有理数集对加法形成的群的子 
群，因为它们的结合法不一致. 

群可以看成自身的子群，异于自身的子群,叫做真子群.任一 
群有只由单位元形成的单位元群做它的子群.一个群的任意多个 
子群的交集仍然是一个子群，但是任意两个 r 群的并集一般不成 
群. 

假如//是 C ； 的子群，显然//的单位元就是 G 的单位元，// 
中元 a 的逆元也就是 a 在(；中的逆元. 

显然，有穷群只能有有穷个子群，它的逆也是成立的，即一个 
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群如果只有有穷个子群，那么它就是有穷群. 

下面，我们首先讨论子集成为子群的条件. 

定理1群 G 的非空子集//成为子群的必要充分条 件是： 

V 假如//包含元那么它也包含它们的积以， 

T 假如 H 包含 a ， 那么它也包含^的逆厂\ 

证明因为必要性是显然的，下面，我们只证明充分性. 

上面的条件 r 就是群定义的条件 r ， 结合律在 g t 中成立，当 
然在 h 中也同样成立.苒裉据上面的条件我们又得知假如 H 
包含〜它也包含，、因此 H 包含于是 H 成群，所以定 
理成立. 

上面两个条件，我们把它并合成为一个，就得到 

定理 2 群 g 的非空子集//成为子群的必要充分条件 是:假 
如 H 包含那么 H 也包含 ab ~\ 

址明 因为如果只包含 I 那么它就包含如 _1 ==6所以 // 也 
包含再如果片包含 心心它 就包含 aU - 1 广 1 卜因此 
定理得证. 

譬如，线性群中 所有行 列式为1的矩阵形成为子 
群，叫做特殊 线性赛 ，用从(《，/0表示，这是因为从 M 卜1，|方| 

我们就有 IAI • 

当群是加群时^的负元是一〜因此定理2中的必要充分条 
件就是:假如//包含 a ，心 那么//也包含 a — & 

特别当//是有穷集时，它成为子群的必要充分条件只是定理 
1中的条科 1°. 因为这时，我们可以把消去律来代替群定义中条件 
3 °， 4 '但是消去律在 G 中是成立的，因此在 H 中也同样成立. 

我们再来介绍对称群的重要子群 一一 交代群. 

我们首先来简化上节中排列的表示■我们用 (1234) 表示这祥 
的排列，它是把1换成2,2换成3,3换成 4 ,最后的4换成最前面 
的1，其余的文字都不变动，这种排列又常叫做循环排列.由两个 
文宇组成的循环排列 * 叫做 对換. 訾如( I 2 )就是把1换成2,2換成 
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1，其余的文字都不变动的排列.为了方梗，我们梗规走由一个文字 
组成的排列是恒等排列. 

容易诬明，任意一个排列可以用没有公共文字的循环排列的 
乘积来表示、譬如 

12 3 4 5 

= (134)(25), 

3 5 4 1 2/ 

1 2 3 4 5 

= (123), 

2 3 14 5/ 

其中因子显然是可以相互交换的.假如不计因子的顋序，那么这种 
表示就是唯一的，也就是说，任意一个排列可以唯一地表为没有公 
共文字循环排列的乘积.又任意循环排列可以用对换的乘积来表 

示，但这种表示不是唯一的，并且与因子的顺序有关.譬如 

(123 …”）=(12〕（23)."(” 一 1 ») 

= (1 rt)(l « — 1) … （ 12) , 


(25) =(12)05)(12) - (15)(12 X 15) 

= (45)(34)(23)(34)(45). 

下面是排列用对换的乘积表示时一个重要的不变性质- 
定理3假*如一个排列用对换的乘积来表示，那么对换因子 
的个数是偶数或奇数是一定的，也就是说，是偶数时永远是偶数， 
是奇数时永远是奇数. 

证明假设 n 个文字+ ，…，〜 的菡数 

尸 = JJ (a B —a 7 ) — (4-i _〜） 

• ( A — G „)((2 广 （ q — 七） ， 

我们把 ^ 写成 

F^iak—at) JJ (a,— 〜） Ga,—<aj /， 

j 

这里 / 不包括 A 及〜现在 F 上施行对换。此），我们容易知道/ 
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及 U —知 ）（ ⑷一都不变动，佰〜一〜变了符号*所以厂就换成 
为一兄这就是说，在 f 上施行任一个对换，^就变符号，因此，在 
F 上假如继续施行偁数个对换，结果仍然是，，假如继续施行奇数 
个对换，结果就是一 h 但是在 F 上施行一个排列的结果是…定 
的，因此一个排列不能同时表为偶数个对换的乘积，又表为奇数个 
对換的乘积，所以定理成立. ^ 

一 个排列，它的对換因子的个数假如是偶数，就叫做偶排列， 
假如是奇数就叫做奇排列，一个偁排列与一个奇排列的乘积是奇 
排列，两个偶排列或两个奇排列的乘积都是偶排列.恒等排列是偶 
排列—个循环排列，它所含文字的个数如果是偁数就是奇排 
列，如果是奇数就是偶排列- 

因为两个偶排列的乘积仍然是偶排列，所以在《个文字上的 
对称群&中所有偶排列成为一个子群，叫做〃个文字上的交代 
群，用九来表示，它是心中一个非常重要的子群.再对称群&中 
偁排列个数与奇排列个数相等.这是因为用乂中某一奇排列乘其 
中所有偶排列就樽到互异的奇排列，因此又中偶排列不多于奇排 
列.同样中奇排列又不多于偶排列，所以又中偁排列个数与 
奇排列个数相等、因为丨，所以 



譬如,三个文字上的对称群 

5产{⑴，（12)，（13)，⑵）“123)，（132)}， 

4个文宇上的交代群 

02)(34), (13)(24) ,04)(23),(123), 


024),(134),(234).(132).(142),(143),(243)}. 

下面是关于排列的一个績便算法，在具体计算时非常有用.偎 
如^ 是两个 排列， 如果把 r 写成没有公共元的循环排列的乘积, 
井且循环排列中的文字用 a 中所变换的文字来代替，那么得到的 
排列就是的这是因为即没 ( a )—( rrG 〕， 因 
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此如果 r= ( a } a t )( bib 2 b ^)^ 那么 

譬如， r=(3U)(25)(67)， ff =(123)(567), 那么 

^- I ^C124)(36)C75), 

最后来讨论循环群的子群，我们先介绍糖环群- 
由一个元 a 生成的群是由元 a 的所有乘幂/组成的，用 
也常常用 <a) 表示， a 叫做生成元，这时 

a m • 〆= ， +■ ， a^={a^ i y, 

一 个群如果是由其中一个元生成的就叫做循环群. 

譬如决是元数是3的循环辟， 023), (132) 都是它的生成元, 
即^=((123)) = ((132)).整数集 Z 对加法形成的加群是无穷循 
环群 ,1, — 1都是它的生成元，即 (1) = ( — 1). 因此循环群的 
生成元不是唯一的. 

循环群在群中构造是最简单的，并且也是最基本的.下面，我 
们来讨论循环群 U) 的构造. 

假定《的所有乘幂都互不相等，即当时，，因此这 
时循环群 G0 是由下面的元组 成的： 

它是无穷群- 

假定 a 的乘幂中有相等的，井时，，这时我们有 

a w = e ，h — d 


如果《是使成立的 ft 小正整数，那么^，义…，彼此互 
异 t 这是因为假如那么 

a^ } =e, Q<i—j<n- 

这与〃是最小正整数的假定矛盾.再假如把任意整数成写成. 


那就有 


m=qn-hr t 0^r<Zn j 

a^Ca^Y * a r =ea r =a r . 


所以 d 的任意乘幂都与/，&+_+ ，〆- 1 中某一个相等，因此这时循 
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环群(幻只含有 n 个元： 

它是有穷群，元数是 m 

假如 a 的任意两个乘幂都不相等，我们就说 0 的阶是无穷.假 
如 a 的乘幕中有相等的 d 是使 〆 成立的最小正整数，我们就 
说 a 的阶斂是^ 

譬如，群的单位元的阶数是 1， A 3 的生成元 (123) 的阶梦是 3. 
再在整数集 Z 组成的如群中，任意非零的整数的阶都是无穷， 
下面是阶数的一个基本性质 :假如 a 的阶是无穷，那么当， 
1时，讲= 0,因此的必要充分条件是 r =., 假如 a 的阶数 
是〜那么，当，时， m 三0 ( n ), 也就是说, m 是 n 的倍数，即 
M 树 ，这是因为仿可以写成 W=gn + r ,0< r <«, 于是 

a r —a m * 

因为《是阶数，所以 r =0, 即 彷 因此 〆 的必要充分条件 
是 r ^ s ( n ). 

于是由上面的讨论，我们有 

定理 4 —个循环群假如 a 的阶是无穷，那么它是无穷 
群： 

(a)= {■*.-tiW ， aV” }* 

假如 0 的阶数是《，那么它是元数等于〃的有穷群： 

Ca)— {a^a 1 

现在来讨论循环群的子群- 

假如 G 是由元 a 生成的循环群，即 G= (a), //是6的子群. 
但不是单位元群，也就是说，只不是只由单位元组成的，那么 H 
中必含有幕 m>0 的元， • 这是因为，假如 m<0, 那么^的逆元 
也在 H 中，这时一 m>0. 假设，是 H 中。的最小正幂，显然 
只包含/的任意 乘幂. 假如/是 H 中任韋元，由 

我们得知 
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也是 H 屮元，但 m 是最小正整数，而 0< r < w ， 因此 r ==0, 于是 

a^(a M y, 

这就是说， W 中任意元是/的乘幂，也就是说//只含/的任意 
乘幂，所以//是由，生成的循环群，即 H =( a - y 因为 G 中任意 
元的 m 乘幂是 cT 的乘幂，所以 H 又可以看成是由 C 中各元的历 
乘幂组成的子群. 

假如 a 的阶是无穷，那么，的阶也是无穷，于是//是由下面 
无穷多个元形成的. - 

⑷。=於…〜气…， 

所以这时它是无穷群. 

假如 a 的阶数是〜即 〆 = e . 因为 /是 / y 中 a 的最小正幂， 
而 所以 rt 能够用 m 整除，命 rt = g OTl 那么/的阶数是心 
于是 H 只包含下而 g 个元： 

a 0 /，， … … ㈣ 气 

所以这时 H 是元数为 g 的有穷群 . G 中元数是 g 的子群显然只是 
由 F 生成的，因此 G 只有唯一一个 g 元子群 - 
由上面讨论的结果，我们有 

定理5循环群 G = GO 的十群//还是循环群.假如 H 不是 
单位元群，那它就是由其中元 a 的最小正幂/生成的，也就是说, 
H 是由 G 中所有各元的 m 乘幂组成的.当 C 是无穷群时， H 也是 
无穷群.当 G 的元数是 n 时，这 m 是《的约数，因此 H 的元数是9 

=1，并且 H 是 G 中唯 一一 个 g 元于群. 

于是，无穷循环群有无穷个子群元循环群的于群的个数等 
于 n 中互异正因数的个数. 

群 C 中所有各元的 m 乘幂组成的子集，我们用 G " 表示，由上 
而定理，我们得知循环群 G 的于群是 C ' m 是正整数- 

1956年石兹 ( F . Szd SZ ) 证明了它的逆，即交换群 C , 如果它的 


[§ 2.2] 


子群 


3] 


子群都是 G ' m 是正整数，那么 G 是循环群*因此交換群 G 是循 
环群的必要充分条件是它的子群都是 dm 是正整数)的形状％. 

假如 G 是非交換群，不一定成群，臀如5|-{(1),(12), 
(13)，（23)}就不是&的子群.假如 (； 是交换群，对于任意正整数 


❿显然 P 都是 G 的子群. 其实^ 是负整数时也同样成立.当然 
G 的子群不一定都呈的形状.再假如对任意整数都是群 
G 的子群， G 不一定是交换群，替如四元数群（§ 2. 3) 就是一例. 

要注意的是，循环群 U ) 中任意元/生成的群 ( W ) 当然都是 
O ) 的子群，但，不一定就是 (/) 中 a 的最小正幂.当是无穷 
群时，^是中 a 的最小正幂，当 G ) 的元数是 n 时，只有 mb 
时^"才是 (《 m ) 中 a 的最小正幂.譬如 n = 6 时， 

(a 4 > = (V) ， U 5 ) = (a). 

循环群中两个子群相等与否,根据前面阶数的性质，我们容易 
有下面定理： 

定理6假定循环群 (《) 是无穷群，那么它的 f 群( 〆 ) = (/) 
的必要充分条件是 士 J . 

证明当时，显然 OT ) = ( Y )， 因此充分条件成立.反 
过来，假如( 〆 ）= ( 〆 ），那么因此同样 s = 
屹于是 F 嫜 A ，即但 Ad 都是整数，所以 A — = 士1，于是 
士；，因此必要条件成立.诬毕. 

特别，当3 = 1时，我们即得:循环群 U )， 如果是无穷群，那么 
只有两个元可做它的生成元，即((0= (^ 1 ), 

定理 7 假定是”阶循环群，那么它的子駆 〆 ）=(^)的 
必要充分条件是 r 与 n 的最大公因数同 s 与《的最大公因数相 

等、 即(疒， rt ) = G ,«). _ 

证明假如( 〆 ）= ( 〆 ），因为 〆 =所以 r = shM . 
即 r = A + d ， 所以 j r , 因此 ( j ， n ) 丨 （ r ， n ). 同样我们又有 
G ，/ z ) U 因此 ( r ，72) 1(^，幻所以（「，”）= (5，《).反进来，假如 ( r , n ) 二 
Of ， rO , 那么 0:， n ) k ， 芮此不定方程有解,即有满足该式 
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的整数于是 〆 •同样，我们又有所以 

(<l r )= ((3 1 )- 


定理证毕. 

特别假如那么 (/) = U ) 的必要充分条件是 ( r ， rt ) = l ， 


这就是说《阶檐环群只有对与 W 互质的正整数 r 的/做它的 
生成元，小于《且与 n 互质的正整数的个数欧拉 < L . Euler ,1707- 
1783) 用 〆 表示，叫做欧拉®数.因此 (《) 有 〆 《)个生成元. 

替如，〃次单位裉也就是 n 次多项式/一]的零点 


6* 口 cos 


Zkit ( .. 

7 hsm 



是=1 ， “■ ，rt 


组成《元循环群，它的生成元是乞，这里(『，《)=〗.因此元数是任 
意自然数的循环群是存在的. 

一个群究竞有多少个子群？子群的构造如何？ 

这是群论中主要问题之一.在一般情况下，这问题还没有得到 
解决.由定理 4 及定理 5 ,我们得知对于循环群来说这问题算是解 
决了的.密勒尔 ( G . A . Miller ) 曾由子群的个数及性质来讨论群的 
构造，得到了不少的好结果 [6] ，这里当然都不能谈了. 

上面是讨论循环群，下面我们介绍由若干个元生成的群， 

假定财是群 G 的子集，当然它不一定成群，因为 M 中任意两 
元的积以及任意元的逆虽然都在 G 中，但不一定都在 M 中,如果 
我们把这样的一些积以及逆都添加于 M ， 那它就成为子群.这子 
群包含叫做由 A / 生成的群，用来表示，这时我们又说 M 
是0/>的生成 元集， M 中元又叫做<财>的生 成元. 因为我们的添加 
只是添加 M 中元的积及逆,当添加一旦成群后,就不再添加，所以 
是 G 中包含 M 的最小子群，或者说<财>是 G 中所有包含财 
的子群的交集*当 M 自身是子群时 
替如 ，由 （1234) “12)(34) 生成的群 
D 8 =< (1234), (12)(34)) = ((1)»<1 + 3),(2^4), 


(12)(^4), (13)(24) ,(14) (23),(1432), 0234)} 
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假如命 a = (1234>4= a 2)〈34), 可简写成 

D s ~ (a ^b )» c i= 1 T P= 】， ah—ba l . 

它是 S 元群，叫做二面体群，是一个常见的群. 

假如 A /- Upa 2 ，…，〜}，那么 < M > 中任意元可以表为 

这里叫是正负整数或零,％中相邻的不相等， 
不相邻的可能相等，假如 m 中任意两元〜七都能够交换，即义心 
，那么 ( M > 中任意元的形状是 


这里吼，是正、负整数 或零、 


上面介绍由 M 生成的群，其中财是群的子集,下面我们介绍 
由任意集合生成的群. 

假定 X= [r, ueu 是非空集合不一定是有穷或可数.我们把 

与记号 a —— 对应的新记号记成： rr 1 , 令 x- 

时又写成，在或 x— 中取有穷个记号作成的表达式 
O ) W > = JE ：_ 广 2…^===±1 

1 Sy H 

叫做 x 上的一个宇，在 a) 中规定 w H ^ 不相邻，或者说它们 
相邻时可以相互抵消而不出现.蝥如可以缩写成: 

再为了简便相同的可以用幕的形式表出，曹如或 
可以简写成 xp/ 或 A- 2 :r 3 . 辑们也把不含记号的宇叫做空宇用 
表示.两个宇 


=1】。{广… ' a ， w 2 = 々广: r, 广…工 
的乘积叫叫我们规定是把 Wl ，叫的表达式连写，即 

如仰 2 =;广4•广…％ 广巧广… 々广， 

其中如果有 A 与 ir 1 相邻的即进行 缩写. 显然X上任意两个宇的 
乘积仍然是X上的一个宇..空字在乘法中起单位元的作用.容 
易知道 


W 
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是叫的逆.再乘法的结合律 ^ ( tv 2 w ^ = { iv l w 2 ) xv 3 用归纳法也 
不难证明.因此由 X 上的字组成一个群叫做由 X 生成的自由群， 
它不依赖 X 中记号的个别性质 . X 所含记号的个数叫做该自由群 
的秩. 

显然秩是1的自由群是无穷循环群.任意秩大于2的自由群 
都不是交换群. 


习题 2. 2 


1. 试证下列各式： 

(i) m)(34)(15)(23)U5) = (153)(24); 

cu ) Oij )= a 2 jy ( nna 2 j)i 


Ciii) (ac)(bd)^(abd)(atd). 

2. 试求循环加群 Z — （ KKO 的所有子群. 

3. 假定元“的阶数是〜试证/的阶数是^；^. 

假定是群 中元^ =如，元《的阶数是％元6的阶数是&那么它 
们的 乘积& 的阶数是 mm 的最小公倍数 g 的约数，并且群中含有阶数是 g 
的元， 当衍⑺ 互质时，幼的阶数是 mn ， 

^ 假如交换群 G 中元的最大阶数是试证: G 中任意元的阶数都是 m 
的因数- 

6* 在线性群 d (2， Z ) 中 

1 '2 \ 1 3 \ 

A— ， B = 

0 一 1/ 0 -]/ 

的阶数都是 2 ，试证 mb 的阶是无穷 * 

7. 写出4个文宇上的交代群山的群表. 

8- 证明可以用”一 i 个对换(12)，（13),… 0 j >1) 生成. 

9. 证 明:土 可以用^一2个3项循环排列 U 23)， C 124), …，<12«)生成 ■ 

10, 假定 X ，方是群 <7的子群，那么忍的并集 dUB 是 G 的子群的必 
要充分条件是 B ^ A , 

n , 假定 G 是元群，试证⑺是奇数的必要充分条件是 G 中除单位元 
外仃意元可以写成另一元的平方， 
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§2.3 正规子群 


在§ 1. 2中我们曾经把整数加群 Z 用子群 U ) 来分类，现在我 
们把它推广，来讨论一舣群用它的子群来分类. 

我们先介绍子集乘积的概念. 

假设 H A 是群 G T 的两个子集4是 H 中任意元4是/：中任 
意元，那么所有形如 AJ 6 的元集，叫做 H 与 K 的乘积，或简称打， 
火的积，用记号 //尺 表示、即 

HK^{hk\h^H,k&K} 

譬如，孖={(1>，（12)，（123)丨，尺={(123)，（132)丨，那么 

(1),03) ,(23), (132), (123)}* 

关于群中三个子集的乘积我们有… 

H(KL)=(HK)L. 

这就是说，群中子集的乘积是满足结合律的.当 H 是子群时，我们 
又有 


要注意，它的逆不成立，即当 = 时，//不一定成群.罾如在 
整数加群 Z 中，正整数集并不成群. 


对于有穷子群的乘积我们有 

定理1假定 &是群 G 的有穷子群，那么 


证明 


因此 


1^1 




假定乂々 1 =心々 £ ，心€//，毛6尺，那么 


k z ^k x d~\ k z —dk lt 
反过来，对于心七，任取 HfiK 中元 

#到/^ 3 =~卜，这就是说，对于任意心山，在 // A 中有 iHftKl 
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个与心 I 相等的元.于是定理成立. 

特别地当〜，即 I 只 n 尺卜1时，片丨 * I 尺 I . 

假定 H ， A ： 都是 G 的子群,//,尺的乘积 HA ： —般不一定成 
群•但是在什么条件下，也能成为群？ 

假如 成群， A 4 分别是 H ， A ： 中任意元，因为中元 
kh 是: hk 中元 / ry - 1 的逆，所以 Men 尺，因此尺 hshx . 又因 
为 ( hmHK ， 命 ( M 、 〜 h f k ， ，于是4… 1 e 尺开 ，所以 
HK ^ KH . 因此//尺=尺//,也就是说，假如成群，那么 H 与 
K 能够交换， 

反过来，假如 = 也就是说，//与 A ： 能够交换 ，那么 
HK 中任意元 A * 的逆元 i - W - 1 在尺中.又因为 

BKHK = HHKK = HK . 

所以 // A ： 中任意两元的乘积仍然在中，于是// X 成群.因此 
我们有下面的 

定理2群 G 的子群的乘积成群的必要充分条件 
是 H 与 K 能够交换， 

要注意的是，这里说的//与 A 能够交换，是表示 
并且■因此，对于中任意元 A , A , 我们 
不一定就能有 Ai = AA ，一般只能有 hk ^^ k*，kh = h % '这 Mk f , 
h ^. k 1 ，分别是中元,当 G 是交换群时，显然只尺=尺 H . 所 
以交换群的任意两个子群的乘积仍然是一个子群. 

由§ 2 . L 我们知道片尺包含在由 H , K 生成的群中， 
当 W 尺成群时，由 H ， A ： 坐成的群就是即也 
就是说，只尺是 G 中包含 H ， ic 的最小子群. 

假如 G 是加群，只要是子群，当然只尺也是子群，这时 
仍然把 H / C 写成(开，尺>,叫做///的和，我们不用 H +尺 来表 
示，因为后面 （ § 6* 4) 要用它来表示直和， 

特别地当 H 只包含 一个元 A 时，//与 X 的乘积就简单 
地写成 AK . 



[S 2 . 3] 


IK 規子群 


37 


定义 1 假如 // 是 G 的子群 w 是 G 中任意元，那 么集合 a // 
(他），叫做//的左 (右) 陪集. 

譬如 G =&， H = U 1),(12)}, 那么//的左陪集 

(13)//= {(13),(123)}, (23)//={(23)，<132 )h 

H 的右陪集 

H (13) = {(13)，（132)}, //(23) = {<23),(123)}, 

因此 ，一 个群的子群的左陪集不一定与它的右陪集一致.当群是交 
换群时，陪集就无所谓左、右的了- 

假如 a 在//中，那么这就是说，只自身也是一个左 
陪集.傕如 Wa //， 薄么=6 仏这就 是说，左陪集由其中任 
一元唯一确定.锒如〜6在//的同一左陪集中，那么 M ， 因此 
ai - Ae / z . 反过来，假如那么因此 ad 
在 h 的同一左陪集中.子是 a ， 彡在 h 的同 一左陪 集中的必要充 
分条件是 

假如 a // 成群，蹕么 d = e ， Ae //， 所以因此 
这就是说，只的陪集 f 只有开成群，其余都不成群. 

假如把 的元 aA 与 bH 的元 M 相对应，我们就得到射 
到 上的单 射，因此两个左陪集 a // 的浓度相等- 

现在我们来讨论群 G 用它的子群//的陪集来分类 - 
因为 G 中任意元 a 必出现在并的左陪集 a // 中.假如左陪集 
aM , bH 有公共元以二敁’，那么 

讯. 这就是说， G 中 H 的任意两个左陪集或者重合或者没有公共 
元.于是， G 可以分解为若干个互异的左陪集 々仏 hi ，2,…，即 

显然除贿集的膘序外，这分解是唯一的 ，但么 不是难一的. 

同样，我们可以把 G 唯一地分解为若干个互异的右陪集//匕， 
,2,…，即 

用同一个子群把群分解为左陪集与分解为右陪集，其结果一 
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般是不一致的.罾如交 代群氏 对于克菜茵 ( F . Klein , 1849-1925) 

四元群 

^ 4 = { 03 , 02 )( 34 ), ( 13 )( 24 ), ( 14 )( 23 )} 


的左陪集分解与右陪集分解分别为 

A , = B i U (234) B , U (243) B 4 

=^U^(234)U^ 4 C243), 

又对 称群& 对于 H ={(1)，（12 H 的两种分解为 

5s=//Ua3)//UC23)//^//U//a3)U//C23). 

但(234)坟=及（234)，<243)札=札（243)，而（13)//爹//<13)， 
(23) N ^ H (23). 所以 A 对于氏的两种分解是一致的 ， ffi A 对 
于只 的两种分解不是一致的.下面是左、右两种分解的一个重要 
关系. 

定理3 假设 H 是群 G 的子群，并且 

G = LI U … U a n //U …， 

那么 … U/^JU …. 

证明我们只要证明 G 中任意元 g 在某个右陪集 中， 
并且任意两个右陪集 Har ^ Ha - 1 都不相等就行了* 

首先因为左6仏所以牙 - wa 因此 f 1 在某一左陪集〜// 
中，即 f ^山办，于是 g — h ~ 1 ar i €: Har ^ 

再如果那么因此〜 = 这与 
假设不合，所以是相异的右陪集，因此定理得证- 
因为集合 h ， aw n ，… } 与集合 ur ^ r 1 ， …，厂 1 ，…}显然 
有相等的浓度，所以 g 中/ { 的相异左陪集的个数(即浓度），与相 
异右陪集的个数一致.这样我们有 

定义 2 群 g 中子群//的相异左(右）陪集的个数，叫做 H 
在 G 的指标，用记号 Hf 表示. 

因为对左陪集能够成立的性质,对右陪集来说也能够 同样® 
明，所以后面我们讨论陪集时;只就左陪集而言. 

指标可以是有穷也可以是无穷.蕾如从§1.2, |Z : 
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又 I 凡：私卜 m H 卜 3. 再假如 G 是所有有理数对加法组 
成的加群，//是所有整数组成的子群，那么 HI 是无穷，这是 
因为 

n 1 1 
丄， 2 ’ 5 ’ 

显然分别在 H 的不同陪集 | + Hw =0， l ， …中. 

假如 G 是有穷群，//是子群，那么 

\G\^\H\ - Hi, 

这是因为 G 有 |G : H | 个互异的左陪集，并且每个左陪集又都有 
个元,于是我们得下面的拉格朗日 （ J . L a g ran ge t 1736—1813) 
定理. 

定理 4 有穷群的子群的元数是这群的元数的因数. 

由这定理，我们容易得知当 A 是质数时 j 元群没有异于单位 
元群的真子群元循环群只有 〃个真 子群.1939年密勒尔曾证 
明，含 U 个真子群的群只有元数是的循环群二般元数是质 
数多的幂的群叫做 P 群. 

定理 4 .是有穷群的一个重要性质，在很多地方我们将要引用 
它.特别因为由一个元生成的循环群的元数就是这元的阶数，因 
此 ，一 个元的阶数是这群的元数的因数.于是，对于《元群中任意 
元心阶 数是〃 的约数，并且 


拉格朗日荦琿的逆对于循环群显 然成立 ，就是对子交换群也 
是成立的（§ 6 , 5 )，但一般不成立.这就是说，假定 G 的元数是& 
如果 m k , 那么 G 不一定有 m 元子群 • 譬如 * 交代群冰是12 元 
群，它就没有 S 元子群，但也有满足这逆的群 [ 呔假如 m 再麻足某 
些条件，这逆定理还是能成立的 • 这问题的主要结果是西洛 ( L . 
Sylowa 832 - 1918) 给出的;我们把这些结果撤括为两个定理，下 
面是著名的西洛第一定理. 

定理 5捩定有穷群 G 的元数是《，户是质数，并且，那么 
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G 有 〆 元子群，当 r 是最大的幂指数时，这，元子群，叫做 G 厲 
于户的西洛子群，或简称 声西洛子群. 

这样西洛第一定理就是说假如质数/丨，那么 G 的夕西洛 
子群是存在的. 

譬如4的元数是12=2^ 3,那么它的2西洛子群是凡,它 
的3西洛子群是由 （123),(134),(142),(234) 生成的4个3沅循 
环群- 

在这里我们只把定理提出，至于证明，因为需要另外的性质， 
把它放在 §2. 4中. 

假定群 G 的元数是; I ，质数户彳《，由上述定理， G 中有元数为 

，的子群因此尺中有阶为户的元，这就是下面的柯西 ( A . L . 
Cauchy ， 1789— 1857) 定理， 

定理6假定 质数# 能够整除群 G 的元数，那么 G 中有阶为 
P 的元- 

假如 G 是户群，即 K ； 卜，，由定理4知 G 中任意元的阶数是 
P 的幕 • 反过来，假如 n 元群 G 中任意元的阶数都是质数的幂， 
那么《也是户的幂，因此 G 是户群.这是因为假如 gh ，</^) = l ， 
由定理 LG 有 g 元子群，但其中任意元的阶数是> 的幂,这显然 
与定理4矛盾，于是我们有 

定理7有穷群是 f 群的必要充分条件是其中任意元的阶数 
都是户的幂. 

上面主要介绍俯集.下面，我们引用陪集介绍正规子群的定义 
并给出一些基本性质，在下两节及第6聿中，我们将着到在群的另 
一些基本性质中，正规子群是非常重要的子群，在讨论群时，几乎 
处处都需要它. 

_般^的左陪集 不一定 又是右陪集，假如//的一个左陪集 
同时又是//的右陪集，那么对于这陪集中任意元〜我们有 
Ha ， 也就是说 a 与 H 能够交换. 

定义3假如群 G 中子群 H 的任意左陪集同时 又是只 的右 
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陪集，也就是说， H 能够与 G 中任意充 a 交換，即 

( 1 ) aH=Ha, 

那么丹叫做 G 的正规子群, 用表示， 

譬如，对 称群& 的子群 ( a )，（ U 3)，（132)} 是它的正规子群， 
而子群彳（1)，<12>}，{0),(13)丨，{(1)，（23)}都不是它的正规子 
群.群 G 自身及单位元群显然都是 G 的正规子群. 

上而 (1) 式可以改写成不等式 

再因为上面不等式对于 G 中任意元 a 都成立，当然对于也同 
样成立，因此厂 1 仏即所以也就是 
= 这就是说， （1) 式可以用上而不等式来代替 • 因此 G 的子 

群如果包含元 A ， 且它也包含所有的那么 

假定分别是线性群 GLU ， ZO 及特殊线性群 SlAn ， K) 

中任意元，我们容易得知的行列式是1，所以 ABA ^ e 
*SLOi t 尺），因此 SZXn ， 尺 ） <]GLGi ， A：), 

我们知道，奇排列的逆是奇排列，偶排列的逆是偶排列，因此 
对于对 称群义 中任意排列^显然的排列都是偶排列，所以 

，于是 

我们容易证明，群 G 中所有与 G 中任意宂能够交换的元成为 
一个正规子群，这是 G 的一个重要正规子群，叫做 G 的中心，用 
表示.假如 G 是交換群，那么 G 的中心就是它自身.当 G 的 
中心是单位元群时，有时又说 G 没有中心,臂如由 （12), (14)(23) 

生成的群<(12)，（14)(23)>的中心是 {( l )，（12)(34) hS 3 , 耒的中 

心都是单位元群*因此 A ， 戍都没有中心 • 

我们知道，交换群的子群都是正规子群，但它的逆不成立，也 

有这样的非交换群存在，它的任意子群都是正规子群，这类非交换 
群叫做汉 弥尔輳 ( W , R . Hamilt O n ，1805 — 1865) 群 [10] . 

我们知道，假如都是群 G 的子群，并且如果 
H 是 G 的正规子群，由定义容易得知， H 也是 K 的正规子群-但 
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要注意， K 不_定是 G 的正规子群.再假如//是 K 的正规子群， 
K 是 G 的正规子群，但//不一定就是 G 的正规子群.这就是说， 
正规子群这个关系是不适合传递律的.替如，克莱茵四元群况是 
对称群&的正规子群，因为从是交換群，所以{(1),(12)，（34)， 
(12)(30} 是或的正规子群，但它 不是义 的正规子群- 

由定义我们容易得知，在同一个群中，两个子群的乘积不一定 
成群，一个子群与一个正规子群的乘积是一个子群，两个正规子群 
的乘积是一个正规子群.再两个子群的交是一个子群，一个子群与 
一个正规子群的交还是子群，两个正规子群的交是正规子群. 

再由定义得知\假如 G 的子群 H 是正规子群，那么 C 中任意 
元与 H 能够 交換.假如//不是正规子群，那么 G 中有与//不能 
够交換的元.一般 G 中所有与它的子集 H 能够交换的元成为子 
群，叫做 G 中丑的正 规化子 •用丑)表示，即 

譬如，交代群戌的子群 U 1),(234), (243) 丨的正规化子就是 
子群自 身. 显然//是 JV(H) 的正规子群，并且 
JV (//) = G 的必要充分条件是 H < JG . 

一 个群至少有两个正规子群， 一 个是它自身，一个是单位元 
群.只有这两个正规子群的群，就 叫做单 纯群，或简称 单群. 显然， 
单位元群是单群，元数是质数的群也是单群.再因为拉格朗日定理 
的逆对于交换群成立(在 S 6. 5中有证明)我们容易得知交換群只 
在元数为1或者是质数时，才是单群.交代群是一个重 
要的单群 [u] . 

至于非交换群，元数不大于1000的只有元数是 


60, J68> 360, 504, 660 

的 5 个是单群. 1901 年狄克生 (U E, Dickson, 1874 —〗 954) 曾揭示 
元数不大于百万的单群只有53个 [11] .这 53 个单群，它们的元数 
都，是偶数.伯恩赛德 (W* Burnside, 18 52 — 1927) 认为非交换单群 
的元数都是偶数，这是群论中长期没有得到证明的问题*1%3年 


[§ 2 - 3 ] 


正规子群 
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已由怀特 (W. Feit) 及汤卜生 (J.G. Thompson) 予以证实⑴ ] . 

下面，我们证明用正规子群分类得到的陪集能够形成为群，这 
是一类由正规子群决定的萆要群. 

假如 H 是 G 的正规子群，那么 G 中元〃所在的左陪集0/7与 

元6所在的左陪集的乘积 

aH • bH=aHb* H=ab * HH = abH. 

如果我们把 《 所在的左陪集 a/7 用 J 表示， 那就有 

a 4 b — ab . 

因此 G 中所有^的左陪集成为一个乘集.再我们容易知道，//自 
身是这乘集的单位7^^是 G 的逆斤即又因为 G 中兀 
Hr 满足结合律，所以左陪集〜乂卩也满足结合律.因此把//的 
左陪集看成为元素时，所有这些左陪集形成为群，叫做 G 关于 H 
的商群，用 C/H 表示.它的元数显然是 H 

当 G 是加群时， G 中紅的陪集又叫做 H 的同余类，因 此，" 
的商群又叫做同余群，因为它是加群，所以又常常叫做同余加群， 
有时又叫做差群，用 G —//表示_ \假如 G 是加群， H 是它的子 
群，如果 G 中元同在 H 的一个同余类中，那么它们的差 a — 6 
GW， 我们用同余式 

a=b (mod //) 或 a 壬 b ( H ) 

表示，这时〜彡又叫做关于 H 是同余的.当 aeO (H ) 时^属于0 
所在的同余类，因此 ae //. 假如我们又常常把 
写成因此2所用的记号就是这里的特例. 

譬如，整数加群 Z 关于 (《) 的同余加群 

= Cn)={OiT,^- ,ra — 1} t 

它的元数 是…结 合法是 5 + 也就是当 ( n) 时， 

a + b = c . 

我们知道，有穷群中任意元的阶数都是有穷的，但反过来不一 


•> 有的书或文献中仍用 G / H 表示. 
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定成立.一个群如果其中任意元的阶数都是有穷的，叫做用期群或 
扭株，如果除单位元外任意元的阶数酿是无穷时，叫做纯无穷群或 
无扭群，譬如，有穷群是周期群，无穷循环群是纯无穷群. 

定理 8假定 G 是交換群 , H 是 中所有阶数是有穷的元集 
合 ，那么 H 是 周期群，并且 G / H 是纯无穷群. 

证明 假定/那么 

(化 1广… 〜 ， 

所以只成 f ，因此 H 是周期群.再假如]是 V = G / H 中任意元. 
如果 ，那么 we //， 因此，于是 tae //， 所 

以5=纟，即 G 中阶数是有穷的元只有单位元，因此 G 是纯无穷群. 
定理证毕. 

我们知道，交換群的商群当然还是交換群，但它的逆并不成 
立，也就是说，有时非交換群的商群也是交換群. 最后 我们介绍一- 
个具有这性质的重要正规子群来结束本节. 

很定是群 G 中任意元，如果必那么疒如 
果以 + 命 

[ r a , b 2 — a ~ l b ~ 1 ab ^ 即以=加. [ a ， 為]， 

这就是说，&用 U 右乘后就变为 d 了，因此我们叫 04] 做^ 
b 的换位子. 显然“ 的换位子是 ha 换位子的逆.当 G 是交換群 
时，只有单位元是它的換位子.反过来，一个群的换位子如果只是 
单位元，显然这群是交换群 * —个群的两个换位于的乘积一般不再 
是这群的换位 子 [1 久因此，一个群的所有換位子不一定能成为群. 
我们把 G 中所有换位子生成的群叫做 G 的換 位子群 ，用 D ( G ) 或 
G 1 来表示 • 因此群是交換群的必要充分条件是 ZKG ) 是单位元 
群. 

假定 G 是 G 的换位子群^4分别是中任意元，因为贫 
也是 G 中元，由，我们有 

aga~ A ^aga^ l g^ * g^G f t 

因此 Q ^， 所以7是 G 的正规子群•再由我 
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们有于是;^=如，即 3 6=5心因此商群 G/G' 是交换群* 
又假如 G / H 是交換群，由5 b = b L 我们就有4 = *^4 6 
//,因此这就是说, H 包含 G". 反过来，假 1 如//是 
包含 G 的正规子群•那么 G / H 是交换群，于是我们有 

定理9群 G 的换位子群 G 是 G 的正规子群，并且商群 G/ 
G 是交换群. G / H 是交换群的必要充分条件是 H 包含 G 的换位 
子群 G f . 

于是群 G 的换位子群是使 G 的商群为交换群的最小正规子 
群-假如 H 是群 G 的子群，如果，那么 H 是 G 的正规子 
群，即包含 G 的子群是正规子群，这是因为 

ghg-^ighg^h-^h^G 1 

我们容易知道&/ 土 是交换群，所以 IKDQA* ，再由§ 2. 2 
习题是所有3项循环排列 (120 生成的群,但任意3项 
排列 

(120 = ( 21 )- 1 01 )- 1 ( 21 )(< 1 ), 

即 （12V ) 是& 的换位子 ，因此 所以/)(又）=八•又当《 
>5时， 

(la2) 一 扣 r〗（k2)(l 扣） 

= (12a) Clib)(\a2)(lbi) — (l2i ') , 

即 （1 & ) 是儿的换位子，因此 DCAJ = 凡， 于是我们有 

定理10对称群又的换位子群是交代群/，.当〃 >5时,>1„ 
的换位子群是自身. 


习题 2- 3 

1. 试证 t 元数最质数的群是循环群. 

2. 试证:指标是2的子群是正規子群. 

3. 假定 H 是 C 的子群是//的子群，求 证： 

) G « JCI - lG * H \ - K \, 

4 . 抿定 G 是循环群， f/ 是指标为 m 的子群，那么 G/// 是元数为^；的循 
环群.因此任童循环群 G 的子群 H 在 G 的指标 1G : H | 是有穷的， 
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5. 群 G 中子群//是正规子群的必要充分条件是://的任意两个左陪集 
的乘积仍然是#的一个左陪集，如何证明？ 

6+餵定 i /， A 是群 G 的正规子群, = £ ，那么敁二蚰，这甲 hrjf . 
k€K. 

7. 假定群中元，试证下列两式： 

[ab,c~] = \ji t ^^*^ y [«，&] = [〜(：]["』]- 

8. 具有关系 P = / = = —= U 

ij = k= —ji * jk = i = ~kj » ki = 产 一 ik 

的数 D,* 是基奉四元数 （§3, 2 )，因此，由土^土^ 士 l 士 1 八个数组成的 & 
元群，叫做 因元数 群*试证:四充数群的 L 元子群只有（一 1>一个，4元子群有 
0)，(尸，0&)三个，它们都是正规子群*于是四元群是汉弥尔顿群. 

9. 试证:四元数群可以写成 

<a»i> * a i = \ t b 2 = a 1 ^ ab^ha 1 . 

I 

10. 假如 G 是四元数群 试证: 对于任意止轚数1〜(7"是 G 的子群 ■ 
n. 试求交代群戌的子群，并指出何者是正规子群. 

12. 试证: 交代群4的换位 f 群是单位元群，丄的换位子群是克莱茵 
四元群尽. 

13. 试 证:对 称群乂^>3的中心是单位元群. 

U. 试证:对称群丨的正规子群除自身及_位元群外，只有交代群 A 
及克莱茵四元群 A. 

15. 假如已知 n >4 时交代群儿是单群，试证^弇4时，对称群 义除自 
身及单位元群外，只有九是它的唯一正规子群. 

§2.4 同 构 

映射这个概念，对 T 代数系必须与结合法或代数运算发生联 
系，才能成为有力工具.因此在讨论代势系时 t 我们需要的是与结 
合法相适应的映射.显然，两元的乘积的像等于这两元的像的乘积 
是一个重要联系 1 此后两节就是讨论具有这联系的重要映射. 

I 

定义假设是两个乘集，也就 是说， 是两个各具 
有一个闭合的结合法(写成乘法)的代数系，〃是 A / 射到似'的双 
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射，并且任意两元的乘积的像是这两元的像的乘积，即对于 A/ 中 
任意两元 

<y{a * b)^a{a) * aib ), 


也就是说，当〆 纟)时那么这映射 cr 就 
叫做 M 到上的同构.我们又叫 M 与同构，用 M 二表示. 
因为双射是等价关系，所以同构这个关系也是等价关系. 

譬如 ，结合 法都是乘法的两个群 

G = { 1 ^ — — i } ♦ O f = {en t^27ti} ^ 

这里 a 是绕一固定直线旋转 r 的空间旋转，如果命 

I - *■泛0，^<^90 « 一 1^^0180，—^口270， 


显然这映射是 G 射到 G' 的同构，因此 G 二又 §2.1 习题3屮6 
元群与对称群 A 同构 * 

再假如 M 是所有实数组成的乘集，它的结合法是普通加法， 
M 1 是所有正实数组成的乘集，它的结合法是普通乘法，那么 

a-^ff(a) = 10* 1 


就是 M 射到的同构.这是因为，对于 M 中任意元〜它在 AT 
中的像是反过来，对于中任意元 心它在 A / 中的像源是 
logW， 并且当10^ = 10^时 W = 夂所以 0是 M 射到 M' 的双射，再 
因为奴4> = 10'，〆〜）= 10%所以 

= 〜= 10^ * 10 u v=a(a r ) * 

因此 A/ 二 . 

又由§ 2 . 2定理4,我们容易验证，循环群假如是无穷群, 
那么它与整数加群 Z 同构，这时 a ^ i 是它们的同构映射 • 假如是 
元数为《的有穷群，那么它与 Z 关于0<)的同余加群 Z=Z—( rt ) 同 
构，这时它们的同构映射是 H 因此任意两个无穷循环群都同 
构，有穷循环群只要它们的元数相等也都同构. 

由§ 2 * 1习题10,我们得知，群 G 的所有变换 
G ，组成群 G ' 假如命 a 与〜相对应，即 n 那么这对应显然是 
G 射到 G 的双射;又因为 〜 〜所以它又是 G 到 G 的同构， 
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因此于是，我的有下面的卡莱定理. 

定理1任意群与它的变换群的子群同构. 

当 G 是有穷群时，命 G ={〜 ，〜 …， a 丄那么变换 I 就是排 
列 


\ •“ aaj 

因此， G 就与对称群叉的子群同构，也就是说，任意有穷群与对称 
群的子群同构， 

1942 年汤瑄真 (1 抑 8— 1951) 发表了这样一个定理，假定 C 是 
群， w 是其中任意元，如果对于 C 中任意元〜匕规定另一个结合 
法以 • 6 那么 G 中元对于这种结合法形成与 G 同构的 

群^是它的单位元是它们的向构映射读者试根据定 
义加以验证* 

要注意的是两个乘集假如同构，我们最少有一个 Jlf 射 
到的同构映射，但是这种映射一般不只一个，譬如，在前面的 
同构映射中，如果把10换成任意正整数 M 式 l) t 显然 
P 也是它们的同构映射 * 

假如两个乘集同构，，那么的乘法表，除 
元素的记号及行、列的顺序外，在构造上完全是一样的.因此，假如 
在 M 的元素间有一个用结合法表示的性质，那么在的元素间 
也有一个完全与它类似的性质;反过来也成立.因为我们讨论 M ， 
是讨论 MM f 中元素间运算的性质，所以两个同构的群是构造 
相同的群，它们在本质上没有区别，祖就是说，同构的群只用群的 
性质是无法区别它们的.于是同构的群就可以看成是相同的群，因 
此一个群如果能够使它与已经研究淸楚了的群同构，那么这个群 
也就是研究淸楚了的 • 同构之所以重要主要在此.于是研究一个群 
时常常把它分成若干个不同构的类来讨论.譬如4元群可以分为 
循环群及克莱茵4元群两类，6元群可以分为循环群及对 称群& 
两类(习题15,16)45宂群只是循环群（§6.4)，这样,4元群、6元 

s 
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群以及15元群的构造就都清楚了.但要注意的是，同构的群与相 
同的群是有区别的，餮如加群 Z 与所有偁数形成的群同构，但后 
者是前者的子群.又如假定是群 G 的两个正规子群，如果 

、褥么 也不一 定同构，餮如 

G = { a ， b ， c ) ， 

其中 ti 3 =6 2 = c 3 = [ a , c ] = [6, r ] = 1 S 即 b^ i ab = a ~ 1 , 显然 
00 二 U ). 我们不难证明因此 G /( d 不与 
G /( c ) 同构.这里 C a 是6元循环群,读者试根据定义加以验证. 
上面是介绍同构，下面来讨论自同构. 

在定义中，如果=财,那么 a 就叫做财的自同构，因此 M 
的自同构就是财到自己的双射.恒等映射屬然是自同构.再假如 
G 是交 换群， 那么把 a 变成它的逆元 a - 1 的映射是它的自同构. 

我们知道，一个集的所有变换成 为一个 变换群，自同构是变 
换，是否一个乘集的所 有自同 构也能够形成为群？假如它们成为 
群，当然这个群是变换群的子群- 

定理 2 乘集 M 的所有自同构形成为群，叫做财的自同构 
群， 

证明假如是 Af 的自同构，因为 = + 所以 

(TTCa i a^ = <j(T(a t a^y=^c(T(a l )r(a j )) = aT{a t )(rr(aj ) , 

因此〜 r 的积 cr 是 M 的自同构. 

再因为所以 

于是^的逆也是 M 的自同构.因此 A # 的所有自同构成群，所 
以定理成立. 

我们容易得知，群的自同构是把生成元仍然变为生成元，因此 
循环群⑷，假如是无穷群 ，因为 它只有两个生成元 ㉚ 以它 
的自同构也只有两个 ，一 个是把 a 仍然 变为〜 即恒等 同构; 另一 
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个是把 a 变为因此这时 U ) 的自同构群是2元循环群.假如 
(«) 是”元循环群，因为它有个生成元 〆 ，这里 ( r 以 ）= l ， r < 
»，所以它有外《)个自同构〜因此，这时 Oj ) 的自同构群与 
乙一（《)中所有7“^«) = 1，对于乘法形成的群,即关于模《的简 
化剩余系对于乘法形成的群同构.于是循环群的自同构群只是交 
换群，但不一定是循环群 [15] . 

当 # 6 时，《个文宇上的对称群 &的自 同构群与&自身同 
构，这结果早在】 895 年 已由赫 尔特尔 (CX Holder,1859—193DW 
明，〗 94 0年色格尔 (Iruhi g E. Segai) 给出一个简单证明 []&] . 

不同构的群它们的自同构群也可能同构.譬如.无穷循环群与 
3元循环群的自同构群都是2元群.因此，群自身的性质不能转移 
到它的诌同构群上. 

下面，我们来介绍群的一种重要自同构， 

假定 a 是群 C 中一元 ，那 么映射 

=aga~ l fg&G, 

是 G 的自固构.这是因为，元 g 的像源是 a — 炉^如果 


aga 


aha 


那 么丑二 A， 所 UU 是 G 射到自己上的单射,即双射，再从 

g f =agaW ^aka~ l . 


我们就有 


(ghy =agha~ l ^aga^ 1 * aha~^ h ! . 

因此/是 G 的自同构. 

上面由一个元 d 决定的自同构尽 —agf、 叫内(:自）同构，其 
它的自同构，叫外（自）同构，元 apT 1 叫做互用 n 得到的变形，友与 
啡叫做 共嫌 * 

假如〆 g) = aga ^\ 那么 ff _1 ig ) = a ^ ga , 再假如 = 

敁 t 1 , 那么这就是说，内同构的逆是内同 
构，两个内同构的乘积又是内同构，因此群 G 的所有内同构成为 
一个群，叫做 G 的内同 构群. 
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定理 3 —个群的内同构群是它的自同构群的正规子群. 

证明假定 c 是群的任意自同构， r 是群的任意内同构， 

c{g)^h y T{g)=aga~ l . 

于是 

gto ~ 1 (h) = ffr(g) =cr(aga " 1 )=o(a)h^(a ~ l ) 

因此是内同构，所以定理成立. 

1895年赫尔特尔又证明了这样一个定理，在对称群中，有外 
同构的只有一个 & U 7] * 因此当 n ^6 时，別称群&的自同构群都 
是内同构群. 

一 个群没有屮心，并且除内同构外没有外同构，叫做完全群, 
譬如〃关2,6时，&都是完全群. 

假定 c 是群 G 的自同构，//是 G 的子群，如果 〆 //) 匕 我 
们就说 W 对〃 不变 .于是群中对它的所有内同构都不变的子群就 
是正规子群，所以正规子群又叫 做不变子群. 群中对所有自同构不 
变的子群/叫做 特征子群. 显然，特征子群也是正规子群.循环群的 
子群都是特征子群. 

共轭也是重要的 概念， 下面是它的基本性质. 

假如 a 4是群 G 中元，如果它们共轭，那么在 G 屮至少有一 
个元 f ，使得砂 g _1 ， 也就是说， G 有一个内同构把6变成 a . 如 
果 G 是交换，任意元就只能眵与它自身共轭•假如 a 与它的所有 
共轭元相等，那么 a 就在 G 的中心中.显然,相互共轭的元其阶数 
是相等的. 

我们很容易证明共轭这个关系是一个等价关系，因此一个群 
也可以根据共轭这个关系来分类.群中与一个元共轭的所有元成 
为一个类.这种类我们又叫做共 轭类* 

假定群 G 的元数为 rt ， 我们把 G 分为共轭类,其中由1个元形 
成的共轭类的个数^就是 G 的屮心 C 的元数，其它的共轭类假如 
共有 r 个，并且它们的元数分别是^心，…那么我们有 
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n—c 0 +a+c t + m ^+c r f 

这式叫撖 G 的群等式，或者叫做 G 的群方程. 

譬如 ，& 能够分为3个共轭类： （ l)i (123)， （132)“12), 
(13), (23)，即 

^ 3 = {0 )}U {(123),032)} U { C 12),(13),^3 )K 
所以& 的群等式为 6= l +2 + 3. 由这式得知，1只有加2才是6 
的因数.即1 + 2 = 3 16, 所以& 除自身及单位元群外，正规子群只 
能是3元子群. 

同上面一样，假如 H 是群 G 的子群，那么也是 G 的子 
群，子群叫做 H 用 a 得到的变形* //与叫做共菊. 
这时我们叫撖共轭 子群. 譬如，糸的4个相互共轭的 
3西洛子群是 H =((123))， 

(12)(34)H(34)02) = ((H2)), 
C13)(24)KC24>C13) = ((134)), 
C14)(23)H(23)(U) = ((243))* 

假如是 G 的共轭子群，那么 G 就有一个内同构把//变 
成 A ■假如 G 是交换群，那么任意子群只能与它自身共轭，当 
aHa -^ H 时反过来也成立 • 因此我 fj 有 

定理 4 假设 H 是群 C 的子群，那么 H 是 G 的正规 子群的 
必要充分条件是 H 与它的所有共轭子群相等. | 

下面，我们来考虑群 G 中子群 H 的共轭子群的个数.我们知 
道，因为 H 用它的正规化子 K 中任意元得到的变形仍为 H , 又因 

为对于尺的左陪集中任意元我们有 

akH(ak)^^aHa-\ 

并且如果那么所以 G 中//的共轭子群 
的个数等于尺在 G 的指标 1 C ‘• 夂|，因此不大于 H 在 G 的指标 
1 G : H 1•假如 G 的元数是 n ， 那么 H 的共轭子群的个数是》的因 
数. 同样我们容易证明， G 中所有与其中元 c 能够交换的元成为子 
群，用表示，即 


[§ 2. 4] 
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Z(.a} = {x\x^：G ^xa—ax). 

因此 G 中与元 a 共轭的元的个数等于在 G 的指标 

|G : 2 ia )\. 

上面的叫 Ita 的中心化子，这概念我们推广 如下： 

假定 G 是群，//是 G 的子集，那么 G 中所有与孖中任意元能 
够交换的元显然形成为子群，叫做//的中心化子，用2<片）表示， 
即 


2 (H) — {x\j ： (zG^^：k — k3',h ^： H}. 

显然只的正规化子包含只的中心化子即要注意 
的是, Z ( i /) 不一定包含孖，但当 H 是交换群时， Z (孖同样 
AKK ) 也不一定包含只，当 H 是子群时,下面我们来 
证明一个重要等式因为 

这里 jez ( w )， Aew . 所以再设怎 e 
Z CxHx ~ l ), 那么 zxhx~ l — xkjc ~ l z ^ 因此 了 _1 灯 /1 =心 _1 灯，所以 

:(孖），即 ] ，或 于 

是上面等式成立- 

由上面的等式 * 我们容易得知 ZO /) 是 WOO 的正规子群，此 
外我们还有 

定理5 正规子群的中心化子是正规子群，共扼子群的中心 
化子是共轭子群* 

下面是西洛第二 定理。 

定理6 « 元群 G 的 /> 西洛子群彼此共轭，假如它们的个数 
是％，那么 


n P |ti , ^=1 Cmod/>) 

这是一个非常重要的定理，其证明比较麻烦，只好从略. 
由共轭子群的定义，我们容易得知，假如 G 的 A 西洛子群只 


>有的书中把这定理分写成两个定理，因此有所谓西洛三定理之称* 
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有 H —个，那么 H 就是 G 的正规子群.譬如戍的2西洛子群只 
有1 = 1十2 • 0个，因此私是為的正规子群 f 又冰的3西洛子群 
共有4 = 1 + 3 M 个： 

((123 ))， <(142)). ((134)), ((243)), 

它们彼此共轭. 

现在我 flj 可以回转来证明§ 2. 3中的西洛第一定理. 

用反证法，假设定理不成立，即 对于户 有兀数为 

n^mp r 4 ，/0 = 1 

的群它没有，元子群,在所有这样的群中，我们就假定 G 是其 
中元数最小的一个群 • 

假定片是 C 的真子群,如果〆丨 IH 丨，因为//的子群也是 G 
的子群,所以//也没有，元子群，但这与是最小 
的假设不合.因此，剠只I .这就是说<?中没有元数能够用，整除 
的真子群.再因为《= 叫 : H|， 所以/>1 \ G ^ H \. * 

由群等式 

n^mp r =f 0 +Ci + ^ m + Cr ^ 

因为^是<?的中心 Z(G) 的元数是(；的某个子群的指标，所以 
P \^ 于是我们有 P \ c „ 即中心的元数是声的倍数 . 设若对有 
穷交换群拉格朗 D 定理的逆也成立（ §6.5), 则在 2(G) 中必有阶 
为 P 的元〜这样我们就得到 G 的正规子群 G ), 因为的 
元数 mp r ^< n 并根据 n 是最小的瘕设， G 有 ，- 1 元子群欠,假定 
K 是 K 中仝部元所在的 G) 的陪集的元集合,我们不难证明X是 
G 的子群，其元数显然是，^ 等于，，这与 G 没有，元子群 
的假设矛盾.注意到熟知的命题尸 (r)〜 ，定理得以证毕. 

习题 2. 4 

1.假定的群表是 


•0 尸 ( rh 令 1(? 卜 〆，V 必有 〆 阶正规子群. 
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试证它除了恒等同构外，没有内同构，并且有五个外同构 _ 即克莱茵四元群的 
自同构群是对称群心，因此交换群的自同构群不一定是交换群- 

2* 证明对 称群& 没有外同构，但有六个内同构，并证明它的自同构群与 
它自身同构 * 

3. 试证四元数群 （5 2. 3,习理 8) 与由矩阵 

( 1 0 I i 0 { 0 l '| /O i ) 

士 ， t ± ， ，土 丨，士 I 

\0 if 10 ~j \ -1 o ! \ i o ) 

形成的 S 元群同构+这里/是虚数单位. 

4. 假如是 g 的子群，试证 

5- 假设 Hi 是群 G 的子群尺 ///〈 G / H , 试证 
K<iG. 

6- 假如//是群 G 的真子群，试证 f ； 有不在 H 的任意共轭子群中的元， 

7- 试证群的中心的元数大于 K 也就是说4群的中心仍然是/群-因 
此， ( n 尹 D 元群不是单群， 

8. 假如 f 是质数，试证 〆 元群是交换群 - 
9-试证非交换单群与它的内闻构群同构. 

10. 试证群的中心是特征子群.换位子群也是特征子群+ 

U . 试证特征子群这个关系屋满足传递律的，也就是说，假如 C 是£的 
特征子群3又是乂的特征子群，那么 C 是4的特征子群. 

12 - 试证包含换位子群的子群是正规子群， 

13,假如"是群 C ； 的子群 ，/ :是//的正规化子，试证是 aHa^m 
正规化子，这里 

I 4 - 假定 H 是群 G 1 的子群，试证 

1 L 试证 4 元群不苘构的只有循环群及克莱茵4元群，因此4元群是交 
换群- 

试证 6 元群只有循环群及对 称群& 两类. 

17. 试证8元非交换群只有四元数群及二面体群两类. 
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18. 假定//是群 G 的子群, G = ai // U … Ua ,//, 如果〜，…， A 中与只能 
够交换的只有〜，…，“，那么 H 的正规化子尺= aKU …试用此求 
Ul )，（234),(243)} 在&中的正规化子 t 并求它的共轭子群. 

19. 试求&的 2 西格子群爲的正规子群及它的中心. 

20. 试求对称群&的西洛子群，并证明它们共轭. 

§ 2* 5同 态 

上节同构概念中的双射，假如换成一般的味射，我们就得到它 
的推广，这节就是讨论这推广概念的基本性质. 

定义假设对，是两个乘集^是 M 射到的映射，并且 
对于财中任意两元 

0<Mb)=a(aXb) ， 

那么〃叫做 M 到 AT 的同态.如果 c 是 M 射到 M ' 内的映射，我们 

就叫 a 是 M 到内的同态.如果 。是 M 射到 M ' 上的映射 ，我们 

就叫 a 是 M 到 上的同态， 这时我们又说 M 与 同态. 用记号 
Af 〜 AT 表示 • 

当 a 是双射时， tr 就是 同构* 因此同构是同态的特例. 

同态这个关系适合自反律，传递律，但不适合对称律，即从 A 〜V 
不能推得圮〜及，因此同态不是等价关系. 

在上面的定义中，如果 AT GAf , 也就是说， 〆 M ) GM ， 那么 a 
就叫做 M 的自 罔态. 傻如 《 r 是 Af 的自同态，当 a 是双射时，那么 (； 
就是 M 的自同构. 

譬如， 我们把一个群的每个元都与单位元对应，那就得到群到 
单位元群上的同态，这同态又叫做零同态.同样，我们把一个由排 
列组成的群中元，按照它是奇排列或者是偶排列分别对应于一 1 
或者十1，就得到对称群的子群射到由 一 K + 1 两个整数组成的群 
上的同态.又如我们把每个整数《对应于由 a 生成的循环群中 
元 a 的幂 〆 •那就得到加群 Z 射到 U ) 上的同态，当是无穷群 
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时，这同态又是 同构* 

下面，我们讨论同态的性质.因为同构是同态的特例，所以凡 
是同态具备的性质 * 对同构来说也同样成立. 

定理1假定群 G 与乘集 G 同态，那么仏成群.这就是说, 
一个群的同态象也是群. 

证明假定中任意三元^^/的象源分别是 G 中元〜 
he， 那么从 e^a * &，就得到 

a* b 1 * c f —a" * b f c f . 

也就是说 ，在 P 中结合律成立.又由 a 我们就有 

e* a T —a ! , 


再由 f 又有 


也就是说 W 有单泣元〆 f 并且 G' 中每个元V也有逆元 (a- 1 ， t 
因此 G 成群，所以定理成立. 

从上面的证明我们还知道，群的同态把单位元 e 变为单位元 
/，元4的逆^变为 a 的象V 的逆 )' 因此 

r 1 . 

再群的同态把子群变为子群，正规子群变为正规子群，群的生成元 
仍然变为生成元，这些都是常常要引用的结果* 

要注章的是，上述定理的逆不成立，这就是说，假如 M，i^ 同 
态，并且财'成群，那么 M 就不一定成群.譬如 M 是所有自然数结 
合法是加法形成的乘集，是由一 1, + 1两个整数对于乘法形成 
的群，显然把偶数变为I奇数变为一 1是 A/ 射到 A/' 上的同态，但 
这时 M 不 是群. 当同态是同构时，上定理的逆显然成立. 

我们知道群 G 与 G' 同态，其对应关系是多对一的， G 中元在 
G 中完全象潭的元数(即浓度)是否都一致？首先我们来考虑单位 
元的完全象源. 

定理 2 假定群 G 与群 G 同态，那么以的单位元〆在 G 的 
完全象潭£是 G 的正规子群，叫做这同态的同态核. 
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证明偎定 是五中 任意元，因为它们的象都是 〆 ，所以 

U^y = e f * U f )^= t l , 

于是 a 广 e £，因此£成群.再对于 g 中任意元 a 因为 

( a € ia~ l ) f = a f e * iia~ l V e r ( a f ( a 1 ^— e 1 , 

所以 

于是 £ 是正规子群，所以定理成立. 

于是假如 c 是群 G 到群 G ' 的同态，那么 G 的象 〆 C ) 是 G ' 的 
子群，〃的同态核 kr ( G ) 是 G 的子群，并且是正规子群. 

对于任意元的完全象源，我们有 

定理3假定群。与口同态，£是同态核， G 中元 a 在 G 中 
的象是 V ，那么/的完全象源是左陪集 d 

证明因为左陪集』中任意元的象都是，所以 ㈤ 
中任意元都是 V 的象源 • 再偎定6的象是 V ，我们从 

就得到 

a _、 b 它 E ， 

于是吣在左陪集《£中，所以^的完全象源是因此 
定理成立. 

于是当 G 〜 G ， 时， G 中元在 G 中完全象源的元数是一致的 - 
又因为 G 中元素间的关系在 G ' 中仍然类似地成立，所以 G 虽然 
不能作为 G 的象，但也可以说是 G 的“ 缩影' 我们研究 G 的缩影, 
对 G 的性质必然有所说明，同态的重要也就在此 * 

假如群 G 〜 G 、 A ' 是同态核，如果£是单位元群 t 那么 
以，即。与(；'同构.再假如，那么同态核£就是单位元群， 
因此同态成为同构的必要充分条件是它的同态核是单位元群. 

假如 G 是单纯交换群，〃(关 0) 是它的自同态，由定理〗，我们 
容易得知 WG ) 是 G 中异于单位元群的子群，因为 G 的子群只有 
单位元群及 C 自身，所以 a ( G ) = G ， 即 j 是 G 射到自己的满射■再 
这时同态核显然是单位元群 * 所以 a 叉是双射，因此7是 C 的自同 
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构-这就是说，单纯交换群的自同态或为零同态，或为自同构. 

上面从一个同态出发就得到一个正规子群，那就是它的同态 
核.现在我们从 G 的正规子群//出发，能否得到 的一个同态 
象？这问题不难解答，只要我们命左陪集中任意元与商群5= 
G / H 中元5对应 f 就得到射到 G 上的同态，因此 G 就是我们需 
要的同态象.于是我们有_ 

定理 4 假定 H 是群 G 的正规子群，那么 G 与它关于//的 
商群同态，即 


G 〜 G 

同态核就是只，象这样的同态又叫做 G 射到 G 上的自然同态. 

于是我们知道假如 G 有一个同态，它就是一个正规子群.反 
过来，假如 G 有一个正规子群 T 它就有一个自然同态.因此，假如 G 
有一个同态，它就有一个自然同态.说明这两个同态彼此间关系 
的，有下面的同态基本定理. 

定理 S 假定群 G 与群&同态上 '是同态核，那么 

G f ^ G/E 

证明因为 G 假定这时的同态映射是由上面定 
理 3 ， 〆 的完全象源是 a 所在的左陪集0五.如果左陪集 a 五用 S 表 
示，命5与^对应，即因为 i 时，同属五的一个左 
陪集，即所以这对应就是 G /£ 射到 C 的双射.再因为 

ab=^ab-*iabV —a f b r i 
所以 G / E f 二 C ，因此定理成立. 

于是我们得知，任意同态象可以看成商群，任意同态可以看成 
是自然同态;也就是说，用正规子群 1 能够决定所有的同态象，正规 
子群与自然同态是一对一的，也就是说，有多少正规子群就有多少 
自然同态，这是正规子群也是商群的一个重要性质. 

单群是这样的群，它除自身及单位元群外，没有其它同态象 • 
假定二群 G 〜，同态核是 E ， H 是 G 的子群，那么//在 G 
中的象^也是 P 的子群，这时 i / 〜同态核就是 H 中所有在 
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£中的冗的集合★即同态核是 Hfl 五，于是由上面定理5,我们有 

当时，///£=//，， 

最后是关于自由群的一个重要定理 - 
定理 6任意群与某自由群的商群同构. 

证明假定群 G 的生成元集为卜是由； 

1} 生成的自由群，显然映射把 f 中的字 

了以7/ . * … a ;* 

因此这映射是 F 射到 G 上的同态.所以 F 〜 G . 这时同态核£是使 
G 中所有 

的字 xm 

形成的子群，因此， C ^^ FVit ：. 即 C 与 F 的商群同构*定理证毕. 
于是自由群在某种意义下概括了所有的群，所以非常重要. 

习题 2. 5 

h 试证对称群5,关于克莱茵四 元群乳 的商群汉 与& 同构 . 

2 . 假如群 G 与群同志，它的核是£，试证 G 中任意两元在中有相 
同的象的必要充分条件是:它们同在 I 的一个陪集中. 

3. 试证群 G 的内同构群与 G 关于其中心 Z ( G ) 的商群 G 7 ZO ；) 同枞因 
此非交换群的自同构群不是循环群. 

4 _单群的同态象是单群或者单位元群 * 

匕试证 G /£ 的任童子群是这里 H 是 C 的子群，并且 m 
6. 假定 G 是群，如果 G /2 ( G ) 是循环群，那么 C ； 是交换群. 

^寂定 W 是群 G 的正规子群，如果 JV 是有穷, GW 也是有穷，试证 G 
是有穷群. ^ 

8。一个群如果其中任意有穷个元生成的子群都是有穷群，那么它叫做馬 
部有穷群，显然有穷群是局部有穷群，局部有穷群的子群是局部有穷群. 

假如 W 是群 G 的正规子群，如果 N 及 G / W 都是局部有穷群，试证 G 也 
是 M 部有穷群. 
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A 假定是两个乘集 ，〃是 M 射到 W 上的可逆睞射，如果对于 M 
中任意元 a 九有 < Kd )= M 6)< Kd ) 那么这 c 叫循 M 射到 W 上的逆罔构 * 试 
证任意群与它身身逆同构. 

10,假定 c ; 是群是 c ; 中一元，试证和 wec ?， 是 t ? 的一个变 
换，并且 G 的所有这 样的变换形成一个与 G 逆苘构的群. 
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第 3 章 

环与体 


这幸介绍环与体的基本概念，并且详细地叙述环的一*基本 
性质，最后讨论环中元素的因子分解等问題 • 这章是以环为主，关 
于域及一般环，以后还要详细讨论 ■ 

§ 3. 1环的概念 

在上章，我们已经认识了群 • 群是只有一种结合法的代数系， 
也就‘说,在群中任意两个元只有一种结合法，规在来讨论有两种 
结合法的代数系.在有两种结合法的代数系中，环与体是最基本 
的， 

定义1 一个非空集合心假如它有两种结合法，一种叫做加 
法(用记号+表示），一种叫做乘法(用记号 * 表示），并且还满足下 
面三个条件时，就叫做环 ； 

r 对于加法成为交换群，叫做 i ? 的加群； 
r 对于乘法成为半群，叫做 R 的半群； 

3 & 对于加法及乘法适合分配律，即对于 i ? 中任意三元^心 

“有 

aib + c ) = ab+ac ^{ b + c ) a — ba + ca . 

于是，环是这祥的代数系.其中任意两元对于加、减(加法的逆 
运算)、乘三个结合法能够任意施行.一个环如果又满足乘法的交 
换律，即 


ab=ba ， 
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就叫做交换环.同群的情况一样，元数是有穷的环，叫做有穷环■否 
则叫无穷环. 

譬如，仅一个数0,结合法是普通加法 ，乘法 ，形成为环.整数 
集2,结合法是普通加法与乘法，成为环，叫做整数环.我们知道 

是加群，它的加法是 5 + 5=^. 现在再来规定它的乘法为 

a b = ab ， 

也就是说，当“€<00时 j • 5= c . 这规定是唯一的，因为假如 a 
M t b ^ b r 00，那么 ( n ). 我们容易证明对于乘法 

成为半群，并且还适合分配律 ，因此 它成为 n 元交换环 j 是它的 
零元， T 是它的单位元.又用整数组成的所有《阶矩阵 (《 是固定 
的 +) 形成为环，它不是交换环 * -般，假如 R 是环，所有用 K 中元组 
成的《阶矩阵形成为非交换环，叫做 K 上的《级全矩阵环，用记 
号艮来表示.全矩阵环是一类非常重要的环. 

假定及是环，是群，结合法是乘法.，我们容易 
证明，所有形如 

n 

+ … -hiipd ， a^R 

r=l 

的元，根据规定 

n n 

X / fi r « p = 当 ，■•■，》* 

• ■1 卜 1 

S ^ = S +~) 叫， 

« / 琴 1 j=i 

( S ^) ( = S 

i-i y-i tij=] 

(上式右边显然呈的形状)，形成为环，叫做 G 关于 
的群环，用及 [ G ] 表示 

任意加群其中任意两元的乘积如果规定为 0( 加群的单位 
元>，即乘法表全为0时，显然它成为环，象这样任意两元的乘积都 
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为0的环，叫做零环.只由一个零元组成的零环，有时就简称它为 
零. 

环 K 的子集假如对于尺的两种结合法又形成为环，那么 S 
就叫做尺的子环 A 叫做 S 的扩张环.环的一个子集成为子环，只 
要它对加法成群，对乘法是闭合的就行了，因为其他条件显然都适 
合.环可以看成是自身的子环，异于自身的子环叫做真子环.由下 
面性质 r ， 我们得知任意环都有只由一个零元组成的零子环.同 
群的情况一样，环中与所有元能够交换的全部元形成子环,叫做环 
的中心，环及的中心用 2( a ) 表示.显然交换环的中心就是它自 
身. 

有穷环显然只能有有穷个子环.反过来也成立 * 即一个环如果 
只有有穷个子环，那么这环是有穷环％. 

上面说明了环及子环的定义，并且给出了一些例子，现在我们 
来讨论环的一些基本概念及基本性质. 

因为环及对于加法成群，每就是说只是加群，所以我们把它 
的单位元写成零元0,元^的元写成 a 的负元 一 a •在环中用加 
法表示的各种性质，也就是加群的各种 性质， 由第二章可以直接推 
得+下面我们只讨论与乘法有关的各种性质， 

零元及负元在加法中的地位由加群的性质已很淸楚,它们与 
乘法的关系有 

1 ° 0 • a=a * 0 = 0 ， 

2 。 （一 《) ♦ b—a * (—b) = ~ab t (~a)(^b)=ab* 

式中 a 4 是环 A 中任意元. 

这是因为由分配律 

0 * * a — (0+0)^~0a 

就得到 0 * a = 0 f 

同样 a * 0 = 0 ,因此 r 得证. 

又'因为（一 a )6 屮 a^=(—a H ~ a ) 办=06=0， 

所以（一《处是 d 的负元 * 也就是说 〆 」同样， 
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a(—b)-—ab. 

再因为 

(― a)(—A) = — (― d)(6) —— (― 

因此？得证. 

此外，我们容易知道， 

c{a^b')=ca^cbi(a—b}c ss < 2 c^bc^ 


这就是说，在环中对于减法的分配律也是成立的. 

于是环 E 中元施行加法1減法，乘法等运算时，与普通代数中 
数的情况一样.但必须注意，乘法的先后顺序不一定可以颠倒，除 
法(乘法的逆运算)在 R 中不一定可以施行，因此乘法的消去律也 
不一定成立 ，这 就是说，从 d * c 或者6 A 当 

时，我们不一定能够得到因此，从《 *6=0,我们不一定能够 
得到 a =0 或 A =0. 

假如 a 是环/£中元,如果及中有一元 6尹0 存在，使 岫=0(知 
= 0) ，那么 a 就叫做 i? 的左(右)零因子，有时 a 又叫做& 的左(右) 
零化元.假如^#0,那么是及的右零因子 • 因此及中非零的左、 
右零因子是成对出现的.一充如果是左零因子，同时又是右零因 
子，就叫做零因子.假如《是及的零因子 ，那么 友中有非零元&， 
使以=0，炫= 0,但不一定相等.环 A 中元 a 如果不是及的 

左 、右零因子，就叫做正則元*非零环的零元是当然的零因子 ，一 
般，环中除零元外，可能还有其他零因子. 

譬如，在整数环 Z 上的2阶全矩阵环 A 中，非零元 


都是零因子，这是因为 



b 




0 

di 


d 



01 



定义2假定环 R 中除零元外既没有左零因子，也没有右零 
因子，那么 R 就叫做无零因子环;交換无零因子环又叫做整环. 
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臀如 * 整数环 2 是整环.在无零因子环中除零元外都是正則 
元-显然，环成为无零因子环的必要充分条件是对于其中任意两元 
〜心如果泌=0,那就有或6=0,再假如 A 是无零因子环，由 
或当 a 尹0时，就得到6= 5： <：，这是因为^1(4>一（）= 0 
或 cOatO, 而 ago, 所以 r =0, 即因此，在及中乘法 

的消去律成立_反过来，候如在环/?中乘法的消去律成立，如果其 
中两元 ad 的积以 =0而 a 关0,我们由 ab ^ aO 就得到6=0,因此 

R 是无零因子环.于是我们又得知，环成为无零因子环的必要充分 
条件是它满足乘法的消去律. 

要注意的是无零因子环不只是没有零因子的环而且是设有左 
零因子也没有右零因子的环 - 

环中元 <3,如果/= 0,这里”是正整数，那么 a 叫做幕零元 ■ 
零兀是蒂零兀，非零的幕零兀是零 因子. 显然，在无零因子环中零 
元是唯一的幂零元，它没有非零的_零元.但反过来不一定成立， 
含非零的幂零元的环中可能有零因子.譬如，在 Z 丄 （6) 中， 
2,3,4都不是幂零元 ，但却 都是零因子. 

—个环，其中任意元都是幂零元时镢幕零元环.零环是幂 
零元环. 

定理1交換环 / t 中所有幕零元形成一个幂零元环. 

证明餒定是及中任意两个幂零元，因为 

U —石：— CT + V" + - _ W+ … 

+CT ， WW +3 + M + (—i0，+" = 0 ， 

iab) m =a m lT^O, 

即《 3的差^一6 及积以 又都是幂零元，所以及中所有幂零元形 
成为环，子是定理成立， 

下面，我们来讨论环中乘法的单位元及逆元. 

我们知道，环对乘法珂能只成为半群，所以在环的定义中，并 
不要求对乘法要有单位元，但在许多环中往往有这种元存在. 

定义 S 假如环只中有元，它对子及中任纛元 a 有 
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-^(吻=<0，那么就叫做及的左(右)单位元 * 假如及中有 
元 G 它既是左单位元同时又是右单位元，即对于及中任意元 a 有 
时 5 -似=心那么 e 就叫傲 R 的单位元，这时 R 叫做有单位元环* 
譬如，整数环2是有单位元的环，它的单位元就是 1. 所有的 
偶数也成为环，叫做供数环，但它没有单位元.当 ft 有单位元 e 时， 
n 阶全方阵环艮也有单位元 * 这单位充就是单位矩阵， 


要注意的是，假如环有单位元，并且它的子环也有单位元，这 

两个单依元不一定一致，譬如，所有形如匕^ 4是整数的矩阵 

0 01 

成为 z 2 的子环，显然^ ^是它的单位元，而不是 z 2 的筚位元. 

但环的零元与子环的零元是一致的.在异于零的环中，单位元不是 
零元 • 

假如环丑有左单位元敉， 同时 又有右单位元 a ，那么， 

也就是说， a 或 a 是 ft 的单位元.因此在有单位元的环中，左 
单位元就是右单位元，也就是单位元，所以单位元是唯一的.在没 
有单位元的环中，左单位元，右单位茏不能同时存在.假如环《只 
有一个左单位元 G ， 那么 a 就是及的单位元，这是因为对于及中 
任意兀心显然 ei + ae L — a 又是/?的左单位元，所以 ei+aei — a = 
U ， 因此这就是说，红又是及的右单位元，所以它是衣的 

单位元* _ 

一个环可能有不只一个左单位元而没有右单位元，鬨样也可 
能有不只一个右单位元而没有左单位元 • 譬如，所有形如 

! !的矩阵组成的环，它没有右单位元，但有无穷多个左单位 












元 


[S3 ， l] 


环的概念 



这里 nc 都是整数.同样，所有形如 t ^的矩阵组成的环没有 

\ 0 01 

左单位元，但有无穷多个右单位元 



单位元显然不是零因子，但左(右)单位元就不一定，譬如，上 
面的左单位元 i S 就是右零因子，这是因为 

0 Oj 

0 d M c \ 0 0\ 

.0 0 U 0广0 0卜 

环中元心如果那么 d 就叫做幂等元 • 显然，左(右)单 
位元是幂等元.零元当然满足上面幂等元的条件，但我们不把它看 
成幂等元，因此，我们所说的幂等元是异于零的元.幂等元可能是 
零因子.因此，幂等元不一定是单位元.假如幂等元 f 不是左零因 
子，那么他就是左单位元，这是因为，从？=6我们有 e 2 a ^ ea ^ e 
⑷一 a ) = 0, 所以 mi ， 同样假如 e 不是右零因子，那么^就是右 
单位元*因此如杲£是正则元，那么它就是单位元.于是在无零因 
子环中，左(右)单位元都是单位元，假如它有幂等元，因为幕等元 
是单位元，那么单位元就是唯一的幂等元了. 

一环，其中任意非零的元都是幂等元时，就叫做布尔 （ G . 
Boole ，1815 〜 1864) 环 [3] •替如， K 2) 就是布尔环. s 

纵然环 R 有单位元6但当 ae /? 时,对乘法^也未必就有左 
(右) 逆元 * 

定义 4 假设环尺有单位元6对于 及中元 a ， 如果有元以 1 
( w 1 ) 存在，使，那么就叫做。的左 
(右)逆元•如果有元厂 S 它既是 a 的左逆元，同时又是 a 的右逆 
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元，即那么就叫做 a 的逆元. 

在有单位元的环中 * 每一元未必都有逆元.有逆元的元，叫做 
可逆元.譬如，零元0,它就没有逆元.单位元 e 的逆元就是它自 
身-如果 u 有逆元 a _1 ， 那么畔逆元薄是 W 再如果 a 有逆元 
，，石 有逆元，那么以的逆元就是即 

零元固然没有逆元，就是零因子同样也没有逆元*这是 因为， 
假如 a 是零因子，如果 a 有逆元那么 a ^ l ab =0^ 
于是4^=0,这与假设不合，所以 a 没有逆元.因此，如果 a 有逆 
元，那么它是正则元 ，就 不是零因子. 

假如 a 是幂零 元，/ = Ot 当然 u 没有逆元，如果环 ii 有单位元 
1，那么1^是可逆元，这是因为 

(1—<7)(l+fl + … 十 ^ 一 1 ) = <l+a + … 0(1—= I 

捩如 a 是幕-元，1 是只的 单位元，那么 I - d 也是霉等元，这 
是因为 

0 —^)(1 —a^~\—a—a J ra t = L '\^a. 

如果 a 又是可途元，那么 a = l ， 因为如果^2'=1，我们就有 

0 * QO. f ~{1 2 (2 1 — £1(1^ = I t 

即幂等元如果又是可逆元，那么它就是 / f 的单位元. 

同单位元的性质类似，如果〃有左逆元冗 1 ，同时又有右逆元 
6 1 ，那么它就有逆充这是因为 

a L =a L l e—a If l aa R 1 —a R \ 

因此，一个元 a 如果有逆元，它的左逆元就是右逆元也就是逆元， 
所以它的逆元是唯 一的. 一 元可能有几个左逆元而没有右逆元，同 
样也可能有几个右逆元而没有左逆元.一元如果只有一个左逆元， 
那么，它就有右逆元，因此它就有逆元.这是因为，假如有 ar 1 , 由 

我们就有 ap + atir 1 — 即⑽广二*?,所 

以心 T 1 也是右逆，因此就是逆元.假如一元有一个以上的左 
(右)逆元，那么它就有无穷多个左(右）逆元^，但在无零因子环 
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中，如果有一存在，那么他一也存在.訾如有 C ， 因为 

郎 Z 1 —€) = 0,所以似因此 a _1 也存在. 

定理2在有单位元的环中，所有可逆元对乘法形成为群 

G . 

证明因为两个珂逆元的乘积仍然是可逆元，所以 G 适合群 
定义的条件 r ■由环的定义，显然 G 适合群定义的条件 A 及的单 
位元也就是 G 中乘法的单位元，又 a - 1 就是 d 的逆，因此 G 成群. 
所以定理得证. 

醬如，在整数环 z 中，可逆元只有3, — 1两数，它们对乘法显 
然成群.又如在全矩阵环 a 中，任意 〃阶 满秩矩阵都有逆矩阵，因 
此仏中所有《阶满秩矩阵对乘法成为群.它就是线性群.再如在 
环 (6) 中， m 都是零因子，因此它们都不是可 逆元 ; t 
的逆元是 U 的逆元是 L 因此，在4中所有可逆元成为元数为2 
的循环群. 

上面得到的单位元以及逆元的性质，只是由环对乘法成半群 
这性质推得的，因此一个半群也有这些性质. 

习题 3.1 

1* 烺定及是实数集，加法+是普通的加法，但乘法 x 是 

aXb= \a \b 9 

这时尺是否成环？ 

2 . 偎设及是所有有理数对的集合，它们的结合法是 

( fl lT a 2 > + ( fr lt 6 2 ) =(化十办! ， ar +~) ， 

(ai tflj) 4 (^] ybi) — (^i6i ^ 

那么及是否成环？它有无零因子？是否有单位元？哪些元有逆元？ 

3 -假定及是有单位元1的环， 

= 1 t aQ)b=a'\-b^ab, 

试证及对结合法©，©也成为一个有单位元的交換环. 

^ 试证在有单位元的环中加法的交换律可由其它条件推出，也妹是说它 
们不是独立的. 
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^0 

5. 偯设 a * 5 、 
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是四个无穷阶矩阵，试证 




即在由整数组成的无穷阶矩阵形成的环中,元 a 有无穷多个右逆，但没有左 
逆.再证明6有无穷多个左逆，但没有右逆.并且 d 是左零因子而 * 是右零因 
子. 

6- 假如 K 不是零环^是 R 的左 (右) 雩因子，那么 a 或是没有右 (左) 逆 
元•或是最少有两个右< 左)逆元. 

7 - 试证在有穷环中正则元都是可逆元1也就是说，有穷环如果有正则元， 
它就有单位元 - 

8. 假如 f 是环 R 的左单位元，如果衣没有左零因子，那么 e 是的单位 
元. 

I 假定环尺有单位元，£是全矩阵环札的单位元，试证 K 的中心 

Z{R w ) = ZiR^E. 


ia 假定环没有非零的畢零元，试证 / f 的幂等元都在它的中心里面. 

试证布尔环是交换环. 

12.求 元数最 小的非交换环 d 


§3.2 体的概念 


在近世代数中，除了群、环外，体是一个最基本的概念. 

定义一个环假如含有非零的元，即至少包含两个元，并 
且所有非零的元对乘法成为群，就叫做体，有时又叫做可除环-这 
对乘法形成的群，又叫做 f 的乘群当 f 是交換时*^就叫交換 
体，或者叫做域. 
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k 
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k 


k 


k 


再规定它们的相等，相加及相乘等 关系: 



于是我们得知，体有加法、乘法两种运算，并且所有元对加法 
成加群(交换群)，所有非零元对乘法成群， 但不一 定是交換群.联 
系加法与乘法的就是分配律■因此体中任意两元能够任意施行加、 
减 、乘、除， 只是零元不能除任意元* 

一个体 f 至少包含两个元，一个是加群的零元，一个是乘群 
的单位元，每个非零的元都有逆元，所以它是正则元而不是零因 
子. 于是， F 是无零因子环，因此，当 F 是域时，它又是整环. 

现在我们给出一些例子. 

臂如，有理数集 Q 成为域，叫做有理数域.所有有理复数 a + 
biia 是有理数)集也成为域叫做灰斯 ( C . F , Gauss , 1777〜 1855) 

数域. 同样，实数集，复数集都成为域分别叫做实数域，复数域. 

只包含有穷个元的体，叫做有穷体.将来 （§5. 8) 我们还可以 
知道，任意有穷体都是域.下面我们举一个有穷域的例子. 

假如 f 是质数，那么2=2 — 〈户) 就是元数为 > 的有穷域.这 
是因为当 G 4) = 1 时，同余方程有解，因此2中任意非 
零元都有逆元，所以 Z 成体.但数服从乘法的交换律，于是 Z 是 
域.要注意的是，当 n 不是质数时 J _( n ) 中有零因子因此它不成 
体，于是 Z —(«) 成为域的必要充分条 件是; 3为质数. 

历史上第一个是体不是域的例子是1843年由汉弥尔顿提出 
的-他先建立一种比复数更广泛 的数 : M + & + C 7+ 办，这里^,办， 

是实数 t 汉弥尔顿叫它做四元数.为了简便，象 M + 0/ + 0 J + 
⑽我们写成此，〜+0/ + 1) + 0〖写成_/等等*我们希望所有这样 
的实四元数能够成为体,首先我们规定的乘法表 
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(1) 似 +. 扣 当： 

a f =a tb=b f tc=r ; id—d T > 

( 2 ) (ae +bi+cj+dk) + (a ! e+b* i+c f j^rd r k) 

= (a+V )e-\-(b+b f ) I + (c+c l )> + W+^ )*, 

(3) (沉 +^+ d + 办是将它依分配 
律展开，然后把各项的实系数合并，譬如(乂)(以) = d ( i )_)， 再用上 
面规定的乘法结果代人得到的四元数* 

对这样规定的结合法，我们很容易证明上面的所有实四元数 
形成为环，它是非交換环, e 暴它的单位元，再因为 

(ae 一 bt—cj—dkyiae-hbi+cj-^-dk) — (a 2 -\-£^ +c z -\~d 2 )e ^ 

所以，对于每个非 零元邮 + W +0+ 办都有逆元 

(<i 2 +& 2 +d+d a ) 一】 iae^in—cj—dk) r 

因此它们形成为体•叫做实四元数体，它是非交換体. 

汉弥尔頓得到上面的乘法表花费了十年时间，四元数的出现 
对以后其它超复数体系的发雇是有重大影响的 * 

下面是体的一些重要性质. 

体是无零因子环，它的逆一般不成立，但对有穷环是成立的, 
即 

定理1元数大于1的有穷无零因子环是体- 
证明由 §3.1 无零因子环中非零元满足乘法的消去律.再 
由§ 2. 1定理 3 ,它对餘法是闭合的，因此，环中所有非零元对乘法 
成群.所以这环成体.定理得证. 

于是，有穷环如果不是体，它就含有零因子 • 再在有穷环中不 
是零因子的元都是可逆元，即任意无逆元的元都是零因子假如 
有穷环没有非零的幂零元，并且只有一个幂等元，那么这环就是 
体⑴- 

1兆 4 年根山 ( N . Ganesan ) 给出了有穷环的元数与其所含零 


[ S 3.2] 体的概念 75 

因子的个数之间_些关系 [8] ，但有穷环详细的构造现在我们还不 
完全清楚. 

我们知道，环成为体，只要它的所有非零元对乘法能够成群， 
因此由 §2-1 定埋2,如果对于环中任意两元 a (#0)， 心方程 

在犮中有解，那么友就是体.下面，我们来证明上面 
两个方程只要一个有解就行了- 

定理 2环成体的必荽充分条件是 :对于 if 中任意两元 a 

I 

关0, 卜方程 (或：^= 6 )在及中有解 • 

证明因为条件的必要性显然成立，我们只证明充分性. 

假定 a ，6 是 R 中任意非零的两元，从 我们有 

I 

aby=ax=b% 

于是这就是说 j 中任意非零的两元的积仍然是非零的 
元，因此況是无零因子.环.又由如我们有 

a(e z ^e) = 0^ 

于是这就是说， e 是无零因子环 R 的幂等元，所以 e 是 i ? 的 
单位元.再从得知/是^的右逆元，但 i ? 是无零因子环， 
因此^也是 a 的逆元.于是 /( 中所有非零的元对乘法成群，因此 
R 是体，充分条件成立，所以定理得证. 

假定 K 是体，&的子集对 K 的两种结合法成为体，叫做 K 的 
子体，于体是域时，又叫做子域.尺中与所有元能够交换的全部元 
形成的子域，叫做尺的中心.同 §2. 4中一祥， K 中所有与子体 F 

中任意元能够交换的元形成/：的子体 ，叫做 ，的中心化子，用2 
( F ) 表示，即 

Z(F) = {x\x^：K -,xy=yxyy^F). 

假定 F 是体 K 的子域，如果尺中除外没有包含/’的真 
子域，那么户叫做欠的极 大子域 ，当/：是域时，我们把尺自身也 
看成 K 的极大子域.因为尺的中心是子域，由冲恩 （ M . Zorn , 


76 


环与体 


[第3聿] 


1906) 引理〃，我们容易得知*任意 K 有极大子域.假如〃是 A ： 的 
极大子域*那么 F 包含 X 的中心 A 这是因为，如果/不包含2, 
那么由生成的域 （S 4.1) 显然包含这与 F 是极大的假设 
矛盾. 

极大子域蕞一个重要概念，在讨论非交换体时特别需要，下面 
是 一 个必要充分条件. 

定理3假定 厂是体 K 的子域，那么 f 是极大子域的必要充 
分条件是 F 的中心化子是 f 自身，即 

证明假定尸 如果尺 的子域那么 iC 2(/0 

，因此 L = F ，即 F 是极大子域. 

反过来，假如尸是尺的极大子域那么由 Fa 生成 
的子体包含因此 aeh 于是所以 Z ( F ) = F . 

定理证毕- 

上节及这节讨论的环、体间的关系，可以用图式表示 如下： 



O 假定 M 是由某集合的 若干子集形成 的系， L 是 A/ 的子集 ，如果 L 中 
任 意两元 不是 便是 那么 L 叫做 M 的链. 冲思引 理*假 
定切 的每个链中元的并 集仍是 M 中元，那么 Af 中有不包含于其他元的元， 
即极大元 - 
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习题 3.2 

L 试作由两个元组成的体. 

2. 偎如《不是质数，薄么 Or) 就不成为体，为什么？ 

3. 试证所有系数是复數的四元数只能成为环而不能成为体. 

4. 试证体中任 意有穷 子环是子体. 

5. 悝如 X = Z— (2>，试证 GL(2，K) = SL (2/>, 

6. 悝定心 k 是四元数环中任意元，试证 (沾一 

§3.3 同态、同构 


我们已经知道群的同态、同构，这节我们把它推广到环、体上 
面来. 

定义假定及，圯是两个环 /是及 射到圮的映射，如果对于 
H 中任意元〜&我们有 


那么映射 a 就叫镟及到圯的同态-如果 c 是到及'内的映射，我 
们就叫 〃是 H 到 &内的 同态，如果 〃是射到化 上的映射 t 我们 
就叫〃是及到 F 上的 同态，这时我们又说 R 与纪 同态，用记号及 
〜货 表示.如果〃更是单射，即是可逆的，它就叫做同构，这时尺 
叫做与 V 岡构，用及二肜表示. 

譬如，任意环 A 都与由零元形成的零环同态，因为我们把及 
中所有元都与零元对应就是零同态.又如 

2 S = {H-. ，？ } 〜 2<={nm 


这是因为由计算可以验证，下面的对应是它们的同态， 

o^o ; ,TW ,2—r ,3—T ， 

4-^0' ,5^- T ; ,6^2^ ,7-^3', 


再假如 K 是髙斯数域， t 是由所有形如 
体，其中是有理数，命 


b 


的矩阵駔成的 
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a b 
—b ai 

显然，这对应是 K 射到的 双射; 再因为 

(t2 +如〉+ (c+dO = (a+c) + (6+d)h 

ia+bi} * (c+dO^{ac-bd}+Ud+bc)t, 

I a b t c d b+d' 

1 —b Q) —4 c」\ — ib+d) a+cj 

- a h' I c d ac—bd ad~\ bc ] 

* = , 

\ —b a \ c —— (ad+bc) ac—bd\ 

所以这映射又是同构，因此 K 二 K r . 

两个有单位元的环，元数都为 …如果 《没有平方数因子，那 
么这两个环同构⑴. 

同讨论群的情形一样 * 同构关系是等价关系，同态关系不是等 
价关系，同态满足自反律，传递律，但不满足对称律- 

两个同构的环除了记号外，构造完全一样，也 Ife 是说,它保持 
原来环中用加法、乘法两种结合法表示的一切代数性质，所以我们 
有时也把同构的环看成是相同的环.但同_就不是这样*它不一定 
保持原有的性质，譬如 R-R f 时，假如及有单位元，那么V也有 
单位元，但反过来就不一定成立 • 再假如々是交换环，那么 f 也 
是交换环，但反过来又不一定成立 * 又 偎如及 是无零因子环，义中 
可能有零因子;反过来*假如，是无零因子环，尺中也可能有零因 
子，因此及是整环时 ，义 不一定是整环，反过来, P 是整环时，及 
也不一定是整环，譬如 2 ，但 2 是整环，而I有零因子.又如 

所有形如I [ 的矩阵，这里都是整数，组成环根据 

, U Of 

I 1 我们容易验证它与整数环 Z 同态，即 R 〜 Z, 这时及是 

Q b 

非交换环，并且有非零的零因子. 

因为环的同态也是把环看成加群时的同态，所以它把零元变 


<3+W— 
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为零元，一元的负元变为这元的象的负元，因此两元的差变为它们 
的象的差.又由定义，我们容易得知环的同态把幂零元变为幂零 
元，幂等元变为幂等元 * 假如环有单位元，那么单位元也变为单位 
元，因此，一茺的逆又变为这元的象的逆. ' 

同群一样，馳有自同态、自同构.我们容易得 知屬数 环及有 
理数域的自同构都只是恒等同构.即任意元与自己对应的同构 .d 
+ bi -^ o . — hi 是复数域的自同构.由可逆元 u 决定的自伺构 
a ，， 叫做内 （自〉 同构 t 不是内（自）同构的自同构，叫做外(自）同 
构. 实四元数体的自同构是内同构对于任意内同构不变的子 
环，叫做不变子环,我们知道，在一个非交换体中，它自身及包含在 
它中心的子体都是不变子体•反过来也成立 ，也 就是说，在一个非 
交换体中，不变子体只有它自身及包含在它中心的子体 • 这个逆是 
1947年卡登(凡&打811，1 9 04〜〕就关于中心是有穷次体（§5.3) 
的特殊情形首先明年布劳尔 ( R * Br a uwer ,： t 901 〜） 、华罗 
庚 (1 S 10 〜 I 986 )同时把它推广到一般体，因此这个逆就叫做卡登 
一布劳尔一华罗庚定理⑴入 

我们将来 （ § 6) 还可以证明，体的非零同态都是同构，也就 

是说，在上面定义中 V 如果都是体,我们可以证明 a 是可逆 
的， 

群的所有自同构成为自同构群，对于环也希望能有与这类似 
的自同态环.我们知道，环及的自同态 a ， r 的乘积叶(《) = 0(!： 
G )) 声及的 自同态，但和 Or+dOOsdd + rOO 不是 R 的自同 
态，—为 

尹 （ CT + r)d + ( j + t ) 厶， 

所以及的所有自同态不可能形成为环.这样我们只有把及看成加 
群来讨论. 

假定 G 是加群，是它的自同态，因为 arU )=^( r <(0)， 由 
§2*4 我们得知的乘积 ar 是 G 的自同态,现在我们更规定 

(«r+r)(ia) = (T(a)+r(ia), 
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显然〜 r 的和 ff + r 也是 G 的自同态*并旦容易诬明，加法的交换 

律，结合律及分配律都成直.再我们又有 

0 (^)— 

因此 c 的所有自同态成为有单位元的环，叫做 G 的自同态环， 
显然，单位元群的自同态环是由零元组成的零环， S 卩零无穷 
循环群的自同态环与整数环 Z 同构 • 〃元循环群的自同态环与之 
=2 — 伺构.因此元数是质数 f 的循环群的自同态环就是域 
I . =般我们有： 

定理1元数大于1的单纯加群的自同态环是体， 

这是因为由§ & S 我们得知，单纯加群的异于零的自同态是 
自同构. 

假如把环看成加群，那么它也有自同态环，于是，任意环都有 
自同 态环. 但要注意的是，这里所说的自同态是把环看成加群时的 
自同态，并不是环的自同态.环的自同态很多时候指的是把环看成 
加群时的自同态，并不是看成环时的自同态. 

假定只是环^是其中一元，显然映射久(。二奸 是把农 看成 
加群时的自同态，因为所以，所有这样的 
自同态〜形成环 P . 根据定义，我们容易证明 是穴到 圮 
上的同态■当 A 有单位元或无零因子环时，这同态又是同构，这是 
因为由我们就有时=&，如果丑是无零因子环，就褥到 a 
=心如果及有单位元 o 就得到此=&，因此也有于是我们 
有 

定理2假定 A 是有单位元的环(或无零因子环)， d 是其中 
一元那么只与所有自同态〜形成的环同构. 

将来 （ § 3* 4习题 3) 我们还知道，一个没有单位元的环可以看 
成为一个有单位元环的子环，或者说 ，一 个没有单位元的环可以嵌 
入一个有单位元 的环. 这样，我们就得到下面与§ 2. 4中卡莱定理 
类似的 定理. 

定理3任意环与某环的自同态环的子环同构. 


[ S 3.3] 同态、同构 S 1 

于是任意环可以嵌入某环的自同态环 - 
下面是我们常常引用的挖补定瑾 • 

定理 4 假设粑与 S 是两个没有公共元〜的环，并且 S 含有 
—个与圯同构的子环 A ， 那么，我 们有一 个包含 F 并且与 S 同构 
的环这就是说*这財我们简直可以把 f 看成是 S 的子环， 

这定理的含义我们可以用下面的图形(图& 1) 来表示. 


S S f 



图 3*1 


证明我们命 

S f = R T UiS - R ), 

也就是说是 s 中把及挖去换成 w 的集合.因为 snv -5- 
&我们命中元与它自身对应，中元与&中元的对应关系 
不变(根据假设及与兒同构).我们就得到 s 射到夕的可逆映射. 
假定这映射用 a — ^表示，这时，我们规定&的结合法是 

a f + b r =(u + by , a } b } ^(abV , 

显然义是环 ，并 且其中乂的结合法与原来的一样，没有变动，因 

此 Y 是圮的扩张环.再我们容易知道就是 S 到&上的同 

构，所以 S 二义，因此定理成立. 

同§ 2. 5习题9 一样，关于环我们常常引用与同态类似的另 

一种映射.假定〃是环射到圮上的映射，并且对子及中任意元 

a ， i ， 


O 其实这条件可以不要，因为如果有 公共元 ，做一次挖补就 行了. 
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= tKa>+<r(6) ， <Ka6) 

那么^叫做 * 到 v 上的逆罔态，及叫做与 F 遒同态.当 a 是单射 
时 w 就叫做 r 到&的逆同构 > 这时兒又叫做及的逆环. 显然冴 
与它的逆环的逆环同构.假如环是交換的，那么逆同态就是同态， 
因此对于交換环，我们就不需要逆同态这个名词了： 

1949年华罗庚发表了下面的定理，在这里我们只叙述这定 
理，它的证明我们就不谈了 tm . 

假定〃是环 R 射到 F 的映射，它使中两元的和与这两元 
在义中象的和对应，两元的积与这两元的象的积对应，那么 R 中 
两元在&中象的积的顺序只有两种可能，一是都与它们的象源的 
积的顺 序一致 ，一是都与象源的积的顺序相反.不存在某些两元的 
象的稹的顺序与象源的积的赝序一致，而另一些则相反，也就是 
说，这时〃是 i ? 到 V 上的同态或者是逆同态. 


习题 3. 3 


1.假如 A 是环 J 是非空集合 * 并且有闭合的加法与乘法，如果^是只射 
到 s 上的映射，它保持元索间的和及积的关系，那么 S 也是环 (参看 S 2,5定 
理1 )• 又假如 K 是体 d 是否仍然是体？ 

2- 试证所有整数组成的加群与所有偶数组成的加群同构，但整败环不与 
偶数环同构. 

3. 试证体的乘群不与它的加群同构. 

4. 高斯数体的自同构只有恒等同构及 ^ + 6— « — &两个. 

5. 有理数加群的自同态环与有理数域同构. 

6. 试证所有形如 

a^-bi c^di\ 

+ I 3Ct^bfCtd 都是实数 

—c+dt a^m f 

的2阶矩阵组成一个与实四元数体同构的体. 

7* 假定尺是实四元数体，0 = 扣+&+0+(^〆 二 — 况一 cj — 试证 
a—y 是 K 的自逆同构. 

8. 假定环有单位元心 ( r) = ra， 试证所有 r , 形成与逆同构的环， 
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9 . 环的加群如果是循环群，叫做循环环试证《阶循环环互不同构的 
个数等于 n 的正约数的个数. 

10. 任意两个有单位元的 m 元环，如果 m 没有平方数因子，试证这两个 
环同构. 



环所以不能成为体，是因为它的元不一定如有逆元 • 我们可否 
把这些逆元以及与逆元的乘积都添人使它成为体?也就是说，环是 
否可以扩张成为体？或者说一个环能否嵌人于一体？ 

我们知道，整数集 Z 只成为整环，它不能成为体，因为它的元 
除1及一 1两数外，都没有逆元.如果我们把这些逆元以及逆元的 
乘积也就是把所有由整数做成的分式添人，那就成为有理数域 Q . 
现在我们仿照这方法，从交换环做出这些逆元，也就是这些“分 
式”，添加于使它成为包含 K 的域，这就是说，对于一个交換环， 
我们可以做一个域把所给的环嵌人.我们分两步来进行.首先假设 
已知有一个包含 R 的体尺，在这尺中如何去找这些分式或者商, 
使它们成为包含 K 的域，其次，在一般情况下，假定包含 A 的体不 
是已知，如何去从一个交换环做出分式成为包含它的域. 

我们知道，假如 ad 是体中非零的元，如果那么 1 
心这就是说4左除 a 与6右除 a 结果是一致的.因此我们就 

简单地叫它做6除 u 的分式用 f 来表示，即 

^=ab~ x =b^ l a. 

定理1假设 K 是包含交换环尺的体，那么 K 中所有的分 
式形成一个包含的域 F ，这厂叫做 if 的分 


*) b 虽然在及中，但不一定在及中，因此也不一定在 
中， 
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式域. 

证明首先我们容易得知，对于这些分式，下面的计算法则都 
能够成立. 


1° 


3° 




b 1 ，当 ad^bc ， 


d 


ad+bc 

bd 


2" 


4° 


ac 


cb be 


a 

b 


b 


c _ 

d 


bd 


这是因为，如果 


b d 

f 可由 r 直接推得，再因为 

ad A be 


，即 6 -1 fl=o/H ， 那么以所以 r 成立 


bd 




ad . be 

bd^bd 


b 



c 


a 

b 


3^=b ， 'ad-\=^b’ 1 d’'ac= ibd}~^ 


ac 

ac = Q ， 


所以 3%4° 都成立， 

因为分式| = 所以 0 也是分式.再因为 

々」一 a a + (— a ) 0 , 

b + b 一 b 一 b —、 


所以 f 的负元是分式 7 .因此所有这些分式，也就是厂成为加 

辟_ 

又因为 f 的单位元），所以 e 也是分式.再因为 

a b ab . T ^ 

T H =e (“判)’ 

所以 f 的逆元是分式于是 f 对乘法也成群，因此尽是体，显然 
它是域， 

最后 ，对于 尺中任意元〜我们有心这里6是 i； 中任意非 

零的元，所以 f ，因此定理得证. 

从上面的证明我们可以看出两件事情，第一，在我们的证明 
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中，只要能够嵌入一个体中，就可以证明《的分式域 F 存在，并 
且两个分式的相等以及它们的加法，乘法部完全是由及的结合法 
唯一确定，所以分式域 f 的构造完全是由尺确定*因此如果能 
够嵌入两个体中，那么得到的两个分式域就同构，也就是说 ，及的 
分式域都同构.我们更可以知道，同构的环的分式域也是同构的. 
第二,任一体如果包含及，也就包含的分式域因此厂是 
包含 R 的最小域.譬如 ，有 理数域 Q 是整数环2的分式域，它是包 
含2的最小域. 

现在我们来讨论一般交换环包含它的体不是已知)是否有 
分式域？假如有，当然也是由尺中元的分式形成的域，但是这时分 
式是表示什么？我们如何来认识？ 

我们知道域中没有零因子，如果尺有分式域/’，因为及是 F 
的子集，所以 S 也不能有零因子，也就是说必须是整环.这是必 
要条件，下面我们来证明它也是充分条件 • 

定理 2 交换环 E 有分式域的必要充分条件是 A 为整环. 
证明定理的必要性已如上述,现在只证明充分性. 

先考虑及中所有元素对 6^0. 两个元素对 
当时，我们用记号 

(<3,厶）〜 （ C ，£/) 

表示.显然，这个关系满足自反律、对称律，并且它也满足传递律. 
这是因为 ，由 (心6)〜〜 G ,/)， 就可以得到 

ad=bc ^cf—de^ 


因此 


adf=kcf^bde. 

但穴是整环，所以即〜 o ，/). 于是这关系是一个等 
价关系，由§ 1. 2 定理,我们可以根据这关系把所有这些元素对组 
成的集分成为若干类，使相互等价的同在一类.所在的类用 

f 表承 ■下 面我们来讨论由所有这些类组成的 集尸 . 
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显然 ，| = |的必要充分条件是也就是 

be. 因此，定理 1 证明 中的计算法则 r J 这时都同样成立 . 

我们再用前面的计算法则 3 % 4 > 来做这些类的加法、乘法的定 
义，也就是说，我们规定 

a , c ad^bc a c ac 
t+ 7 = "砧 • m. 

这个规定是唯一的 • 首先因为 b^o.d^Q^R 又没有零因子，所以 
M 关 0 , 因此及 g 都有意义，也就是说，这两个类的确都是 F 

中元 . 其次，如杲鮝我们很容易证明 

a f d f +b F c ! ad+bc a* c r ac 

~ VW^ = bd 反， 

I 

因此 f + 奮及 f • f 的结果与在类 f 中选取的元素对 ( ^«、 

(cd) 没有关系，也就是说 t 这些类的和及积是唯 一的. 再我们这样 
定义的加法及乘法显然都满足交换律，并且关于加法及乘法的结 
合律都是成立的，又因为 

/ a . c \ e ad-{-be e (ad+bc^e 

了— ^ f ~， 


a 

1 



€ 

7 


at , ce 

Vf + df 


def+bcef 

~bdP 


所以分配律也成立 . 


(ad+bc)ef^ iad+bc)e 

—" bdp ~ 兰 ^ bdf ~ 


所有元素对 ( 0 d),( 0 J), …… 垆 0 ) 都属于同一类它 
是加法的单位元，也就是说，它是零元，这是因为 


0 

a 




Od^ac ac c 



类 f 是 f 的负元，这是因为 
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所有元索对(〜 a )， … ( ad , …夫0)都屑于同一类^■，它 
是乘法的单位元，这是因为 


a 

a 



类 f (关 0) 的逆是去，这是因为 


a b ab 

- 脅 ―■-^ 

b a ab 

4 

因此，我们证明了 P 成为域. 


下面我们证明 R 与 [ 的一个子环同构.我们来考虑 F 中所有 

令 

形如的元集合 S ■因为所以不妨固定一个 


因此 S 是所有形如，的元组成的集，显然它是/的于 

Sr 


环.假如命 丑中元 a 与 S 中元^对应，即 a —} 那么这对应是 i ? 
射到 S 的双射，这是因为，从 


<? 


如0, 


就得到 aq 2 = bq '， 

但 H 没有零因子，所以 9 2 垆0,因此再从 




我们就有 a + \ 

Q Q <1 Q 


a 


b 


abg _abqg _ aq 

<1 _ 明 _ q • q 




qq 4 ^2 
q 9 


所以这映射是丑到 S 的同构*即 R ^ s . 因此 S 也是环. 

根据§ 3 . 3定理 4 ,我们可以把 只看成 f 的一部分，也就是说 
士 m ，因此 f 就是 i ? 中所有元的分式形成的域，所以 F 是 n 的分 
式域.于是定理得证. 


上面虽然是定理2的允分性证明，但同时也是把一个整环嵌 
人一个域的方法，因此对任一整环我们都可以作出它的分式域. 
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假如及 只是交换环，不一定是无零因子 J 是 A 中所有非零 
因子的集合，因为 d 是零因子时， ad 中最少有一是零因子 ，所以 

S 是半群.同上面一样 A 能够嵌入由所有分式形 

成的环中，这环叫做的 分式环 .显然它有单位元，并且 S 中任意 
非零元在分式环中都有逆元. 

要注意的是，非交换无零因子环一般是没有分式域的，也就是 
说它不能够嵌人于域.1936年马尔采夫 ( A . a Ma 」『 bAeB ) 曾给出了 

一 个例子 [14] 来说明这问题，但是也有有分式体的，罾如，非交换主 
遒想环 （ § 1 9 )就有分式体 [15 \1931年渥尔 (0. Ore ,1899-1968) 

曾证明—般非交换无零因子环,假如满足任意两元都有左 
(右)公倍元 #0) 的条件，它就有分式体，也 
就是说，它能够嵌人于体.这些我们都不详细证明了- 

I 

习题 3- 4 

1■假设，是质数，试证所有形如 f = 的有理数集成为整环，并 

求它的分式域. 

2. 试证任意适合消去律的交换半群能够嵌入于群. 

3 . 假定尺是没有单位元的环7是整数环,试证所有形如 we /?, 
mGZ ， 的元适合下列关系： 

1 ) 9^ a = b > m^= i n; 

2) + — (a+^t#« + n )； 

3) (a ， w) • ( 厶 ， 》) = (u 厶 +n4+wd，m * nh 

时，成 为-个 有单位元的环，单位元是 (( NIK 我们用 ( AZ ) 表示.它包含及及 
于是任意没有单位元的环能移嵌入一个有单位元的环，也耽是说,任意没 
有单位元的坏能够看成为有单位元的环的子环. 

§ 3*5 多项式环 

我们已经知道环的一般概念，这节介绍一种恃珠的环，它的结 
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合法是具体的，并且它在数学上也占极重要地位 - 

普通代数中讨论的多项式，它的系数都是实数或复数，现在我 
们把这个概念推广到一般情形. 

定义假定及是有单位元1的坏^是记号 • 也就是未定元， 
那么形如下面的表达式 

(1) /(^)= 2^1 〆 二 …及， 

叫做环及上 x 的多项式，或者简称为^的多项式，心叫做它的系 
数. 

首先我们规定，在，当 a 产0时就可以略 
去不写，也就是说，在一个多项式中，我们可以任意增加或减少系 
数是零的项.再我们来规定两个多项式的相等以及它们的加法、乘 
法，这些也正是普通代数中多项式的计算 法脚： 

⑵ S ^当， 

⑶ 2 + S 7 = S (屮+匕)，， 

⑷ ZJa? • 2^—yj 

* 和卜 ，• 

在 ( 2 )，（ 3 ) 两式屮，如果两个多项式的项数不同，我们可以用系数 
是零的项来填补. 


由( 4 )定义的乘法非常容易记忆，只要把多项式中形式的加法 
与乘法假定分配律成立而展开就得了.但要注意的是^上的顺序 
不能颠倒，因为只不一定是交换环. 

_ 

我们很容易证明上所有 x 的多项式形成一个环，叫做添加 
未定元^于 i ? 形成的环，或者叫做 上/ 的多项式环，或简称 : r 
的多项式环，用记号及 表示. 这时系数都是零的多项式是它的 
.零元，多项式 Da〆 的负元是 

D (― 〜 )y= — 

系 数私古 0 的〗 中最大敗,叫做多项式的次数.臀如在 (1) 中，如果 
〜_0,那么 / U ) 躭是《次的，这时，就叫做/0：>的首项.一个 
零次多项式是如 a #%% 共，形状的.如果多项式的所有系数都是 
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零，那么它就没有次数 T 因此的零元就是没有次数的多项 
式. 

中所有零次多项式及零元成为一个子环，假如我们把尺 
中元《与多项式 a/ 对应，那么这对应就是充到这子环的同构，因 
此 A 与这子环同构.由 §3. 3定理4,我们可 以把衣 看成尺 O] 的 
子环，也就是说，把 a 看成以，于是只[^]的零元就是只的零元， 
零次多项式就是 K 中非零元 ，所以 我们又可以把<1)改写成 

/( I ) =aQ J ra^x-\-a z ^c 1J r*^ -\~a n jt n . 

再假如我们把多项式 la 改写成: r， 即 U = 那么 a 就是耵1]中 
元，因此及是包含环尺及未定元 X 的环，于是就是則^]中 
元的乘积* 

假如2：是环的中心，那么 Zj >] 就是的中心 
我们知道及[工]是的扩张环，当然尺 Dr ] 不具备及的一切性 
质，但它也保持只的某些性质.显然 A 的单位元1就是的 
单位元，假如 B 是交换环，那么及 Dr ] 也是交换环，此外我们还有 
定理】假定及是整环，那么 fib ] 也是整环 
证明假设#+ … +£ j fl jr " ， aX ) ， 

那么 /0)客(了)=^。+ — +0人？ + "， 

但 R 是无零因子环，所以4^弇0,这就是说，及[: r] 没有非零的零 
因子，于是 KDr] 是整环，因此定理成立. 

’ 譬如，整数环之的多项式环 ZLr] 是整环，这时多项式就是普 
通整系数多项式， 

由上面给的证明，我们又知道，假如尺是无零因子环，/&)， 
客(^〉是/；|^]中次数分别为的多项式，那么 / U ) ^ Cr ) 就是 
$[幻中次数是《 +饥的多项式. 当只 有零因子时，只匕]显然也有 
零因子.关于对老]的零因子，1942年麦珂 ( N . H . McCoy , 1卿〜） 
曾经证明这样一个性质 [17] ，假定/?是交换环，那么 / U ) 是及[: r ] 
的零因子的必要充分条件是 ft 中有一非零元〜使得 <^(^) = 0. 


[§ 3 . 5 ] 


多项式环 


91 


1954年斯谷脱 (W.R. Scott，191S 〜）用反证法来证明，非常简单, 
读者可参考文献 [18]. 但要注意的是当灰不是交换环时，这定理 
是不成立的 Ds] . 

现在我们来讨论未定允: r 取“值”的问題. 

我们 把及的 扩张环 f 中一元 a 来代替多项式 (1) 中未定元， 
就得到时 / Or) 的值 

f(a) 十… 十 ha " t 

它当然仍然是尺’ 中一元 * 假如 /0 c )= ^a t jc r yg(^)^= 乏]占 〆 ，那 
么它们的和及积 

当^ = «吋的值就分别是 sU) 我们要注意的是 oU) 与 

/Q)+ ff (a) 的意义不同，〆 a) 与 /(a)g(a) 的意义也不同.这是因 
为 /(a)j(d 是皮中元, /Gr)j(：r) 是 f Lr ] 中元⑷， 〆 d) 是 
先结合_后代入的结果，而/(4)+发(<0,/(0)皮00则是先代入后 
结合的结果，两者可能不一致.但 

s(a) = Ca 0 +^ 0 ) 4- <〜+&)“+■•，+ (〜+乂）“" 

^iaQ+a 1 a J f-^\ J i-a it a n } J i-{b Q +b 1 a + -*b H a n ) 

= f(a)+g(a) y 

而 

p(a) =^aA>+ +O]i 0 )fl + 

却不一定与 / U ) g ((0 相等，因为这时 a 不一定与都能够交换. 
为了避免这种闲难，当我们用 V 中元^来代替多项式 / Or ) 的未 
定元工时，我们要求 d 与及中任意元都可交換，这样也就有户00 
= ⑷了，如果圮是交换环，那么 f 中的任意元都可以代入 

/ Or ) 中，假如 /GO = 0,那么 a 叫做 / Or ) 的零点，有时也叫做/ 

的根.以后我们说“是 /U) 的零点或根，就意味着 a 是 A 的 
扩张环中的元，并且它与 K 中的任意元都能够交换. 

下面，我们来讨论关于尺[: r] 的欧几里得 (Euclid) 法式. 

假定 
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- \- a H x n 

是 i?[>] 中任一 多项式，又 

貧(文）=占。+6 1 工+…+占„— 

是 i? Dr] 中另一多项式，只要求它的首项系数是1，那么在及[>]中 
就有两个满足 

(5) /(jr) = gCr)g(j ： )+rOt) 

的多项式 gU)，「U)， 这时 gU) 叫做发 Or) 除 /GO 的右商 aCr) 是 
次数小于771的多项式或零元，叫做 g(；r) 除 /U) 的#余式•假如 
总以) 的次数大于 /Or) 的次数，我们取 g(：r) = 0，Kd = /U)， 那 
么 （5) 式就显然 成立; 假如的次数不大于 / U) 的次数，我们 
可以自/(文)减去，在得到的多项式 

fix ) ( ^) ==rj ( x ) 

中，/的系数是零元 r 所以它的次数小于如果的次数大于 
m， 我们可以再用同样的方法，自 nOr ) 中减去的倍数，这样 
继续下去，在有穷回后，一定可以得到一个多项式 Kl)， 它的次数 
小于 m 或者是 rO) = 0, 因此 (5) 式成立+ 

如果 E 是体的首项系数就可以是任意 元^尝 0而不必 


要求是1，因为对于 g ^( x ) ，我们有 




g{x)+r(x) y 


把看成 (5) 式中的 gU )， 那么 (5) 式就显然成立. 
同上 m 面一样，在 iiW 中有满足 


( 6 ) f(x)—gix)q^)+r^x) 

的多項式9。(工）/。(1)，这时如(7)叫 贫 ( J ) 除 /( J ) 的左商， 

是次数小于 m 的多项式或是零元，叫 gU ) 除 / U ) 的左余式.当及 
是交换环时，右商也是左商，右余式也是左余式，这时我们就简称 
为商及余式.当只是无零因子环时， （5) 式中的 ， rOr ) 及 (6) 式 
中的 g 办），『。(工)都是唯一的.上面(5)，⑹两式，我们叫做欧几里 
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得法式，或简单地叫做欧氏法式. 

同普通代数中讨论的一样，当 R 是域时 */?!>] 中多项式 
/ U ) 的最大公因式 rfOr ) 可以引用欧氏法式求得，并且 

d(x)=^u{^)f{xy+v(.a:)g(x)^u(x) 

因此以 x ) 是及 Dr ] 中元. 

假定《是及的扩张环中元，如果。 是丑 [ X ]中非零的多项式的 
零点，那么 c 就叫做及的代数元.如果《不是及 !>] 中非零的多项 
式的零点，也就是说，也不适合 Kb ] 中任意非零的多项式，那么 a 
就叫做及的趄越元,我们容易证蜩，及射到及 [«] 上的映射 

当《是及的代数元时，它是 同态； 当 a 是尺的趙越元时,它是同 
构.因此上面所说的未定元I 就是的趙越元. 

我们知道及[工]的单位元就是及的单位元，也就是说 ADr] 也 
是有单位元的环，因此我们又可以自及1>]再添加一个未定元 p 
得到环 Rlx^lyl -般，我们可以在沢上陆续添加 n 个未定元 a , 
〜+••々，得到尺[>1]1>士心,].如果我们假定这些未定元能够 
相互交换，那 么在及 上添加这些元时，就与添加的颃序无关，这时 

就写成及[工1，工2,…， A ]， 叫做添加 n 个未定元文1，文 £ ，…， A 于及 

形成的环，或者叫做《个未定元的多项式环，其中的多项式可以写 
成 

/(: W .. ，文 J = …文/ 

同一个未定元的情形一样，我们容易证明，假如/?是交换环，那么 
町工]，〜…，々]也是交换环，若只是整环，则及 a ] 也 
是整环，及或它的扩张环中与珅所有元能够交换的元可以代人 
及 [ A ， A ， …， A ] 中任一多项式而得出它的值 .当及 是交换环时， 

如果/(工”々，…，工，)是及[工1，工2,… .4] 的零因子，那么及中也有 
非零的元 a， 使 o/Cr, ，工〆 .. ，心)= 0[扨] . 

同环及上 r 的多项式类似 ， 表达式叫做及上 
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形式的工的幂级数.我们根据普通幂级数的相等，相加及相乘规 
定它们的相等及加法、乘法_显然 E 上所有 z 的幕级数形成的环， 
叫做上 t 的幂续数环，或简称幂级数钚，用表示.同上 
面一样 tj r 的单位元1也是 a [ u ]] 的单位元, A 是及 [[X]] 的子 
环，下面性质是多项式环不具备的. 

QO 

定理2 /= 是耵[I]]中可逆元的必要充分条件是如 

— 0 

是 R 中可逆元. 

证明假定/是可逆元，那就有发=|>〆使众=〆=〗，根 

1-0 

据乘法规则，我们得心。=^。=1，所以如是可卑元. 

反之，若如是可逆元，要由来构作 f i 乘法规则有 

I 

显然 A 〜）=<】（一 qaO .若 〜，… 已由 

I 

诸 A 决定，则因 - aA)， 乂 亦可由诸〜决 

定.因此，由归纳'法… A， +■+ 中的任何一个都可.由诸 a 决 
定. 即，只 [Dr]] 中有 g ， 使 fg = L 仿之 ，机! >]] 中有 A， 使 A/=l， 

注意到办=办1=/1(/发)=(/*/)丑=1£^发，推知/为及 [[x]] 的可逆 
元* 


习题 3.5 


1. 及 D ] 中一个 m 次多项式与一个《次多项式的乘积是否是一个 ™ + H 
次多项式 ，为 什么？ 

2. 假定及是有单位元的»环，试证及1>]的可逆免是的可逆元. 

3* 假定 f ( x ) 是 中余 项式，《是 / i 的扩张环中元，试证“瘸余定遒” 

/(jr)=^(x)C^—<r) + /Cor). 

4. 俄定 ADO 中多项式 


fix ) = 






试求者(: c ) 除/(尤>的右商 〆X 〉，右余式 r ( x > 及左商如 Or ) ，左余式 ro (- r )* 
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5 . 假如及是有单位元的环,试证及 1 >] 的中心 

&假定 A ， A ， …， A ， …是为穷多个未定元，及是环，试定义多项式环及 

I 

[ A ，: Ti »" ♦，知 ，…]，其中多; R 式只包含有穷个未定元. 

s 

§ 3. 6理 想 


在§ 2* 5中，我们得知由正规子群可以做商群，环可以看成加 
群，所以由子环可以做同余加群.但有玲同余加群又能够成为环, 
餮如§ 3 . 1中给出的乙产 Z— 00就是环,一般来说，么样的子环， 

它的同余加群才能成为环？.这种子环要满足什么条件？这样就引 
进了理想的概念. 

我们知道，环及关于它的子环 W 的同余加群 R ^ R - N 是所 
有同余类 a + 的集合，因为当 ( N),fe^ f (A0 时， a + 办 

^ at + bt ㈧ )，所以我们可以规定的和为 要希盅 
及 成环，首先还要规定的积•同§ 3. 1中2_的情形一样，我们 
来考成同余类：中任意元与同余类5中任意元时乘积是否与以 
同在一同 余类. 也就是说，由 a ^ a T W) t b ^ b f (JV) ,我们能否得到 

(A a 假如能够，那么对于#中任意元〜，〜，我们有 

也就是 

an 2 -hn l i^O(N). 

当 n ^ O 时， 当和 = 0 时， fll i^0(JV)， 因此对于及中 
任意元^我们有 

⑴ rNQN ， Nr&Nu 

反之，假如子环 W 具有上面性质(1>，显然由 

a 刮 r (N)，b 或 (AO ， 

我们就得到 ab ^ b 1 (N). 但一般子环无此性质.故而引进 

定义偎定及是环, 以是它 的子环，如果对于我 
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们就有印(此） eJV ， 那么 N 就叫做 / e 的左(右) 理想. 假如 JV 是及 
的左理想同时又是及的右理想，也躭是说，当时心 
eN , ar & N t 我们就叫 N 为 R 的理想， 

显然， N 对乘法的闭合性己包含在条件(1)中，所以及的子集 

N 成为左(右)理想的条件，只要它是加群，并且满足条件;当 a e 
尺时 ， njGidew 就行了. 

假如 R 是交换环，那么左、右理想及理想的意义是一致的，因 
此交换环中，理想就不必区别左与右了. 

于是及中理想 W 的同余类 s 的积，我们可以规定为 

a * ^—ab, 

显然 H ^ R - N 对这样规定的乘法是闭合的 • 再 因为及 中元满足 
结合律、分配律，所以 W 的同余类也同样满足结合律、分配律.因 
此 K 成环,这环我们叫做只关于 N 同余环 .我们容易知道，及 
的零元就是 S 的零元0所在的同余类 L 也就是 W 自身 * 当及有 
单位元 e 时^所在的同余类〖，就是$的单位元.假如及是交换 
环，那么同余环 K 也是交换的. 

要注意的是 * 上面因为我们希塱 W 的两个同余类的积仍然是 
N 的一个同余类，所以要求 N 是理想，这与’§ 2. 3中陪集 aHbH 
的积是陪集 abU 时，要求 H 是正规子群的情形一样. 

上面介绍了理想及同余环的概念，现在我们来讨论理想 
显然，环自身是它的理想，叫做单位理想.只一个零元也形成 
理想，叫做零理想 • 由定义我们容易得知，偶数环22是整数环 Z 

的理想.在全矩阵 环厶中 ，所有形如匕2的矩阵成为它的左理 

\ 0 0 

想面不是右理想.所有形如= 2 的 矩阵成为它的右理想，但不 

, 0 v 

是左理想.所有形如= 6 的矩阵成为 Z , 的子环，不是左理想也 

, u c 

不是右理想.环的中心不是理想* 

俏定环及有单位天是它的左(右)理想，如果4 队那么 


r = re (€ r ) 及， 因此 ZiGW ， 所以 N = R . 这就是说有单位元 

环的真左(右)理想不含单位元. 

同群的情况一样，一个环的任意多个左(右)理想的交集仍然 
是_个左(右)理想*但任意两个左(右)理想的并槊却不一定是左 

(右)理想 

假定环 A 与环 B 同态(不一定在上）， d 的理想在方的象不一 
定是 A 的理想，但$的理想在4的完全象源是 A 的理想： 

下面主要是理想的形成. 

假定 A 是交換环^是 R 中一元，那么 K 中所有形如 
(2) ra + na ^ r €： R ^ n 是整数或零〜 

的元成为一个理想，叫做由元 a 生成的理想，用或表示，这 
是因为 

(r^+n^J^C^a+naa)— (r,—rg)a + («i—(<a) 1 
ira^¥na)~r^ra+nr\a = (rir+nri)a^ GO ， 

所以是理想. 

不难看出，任意包含 a 的理想都包含 g )， 因此 ，我 们也说 
是包含 0 的最小理想 • 又因为任意多个理想的交集仍然是一个理 
想，所以 oo 也是所有包含 a 的理想的交集. 

如果及又有单位元 e ， 那么似批) a ， 于是(2〉可以简写成 

( r + rte ) fl = r ' a，〆 €及， 

因此，这时00是由 a 的一切倍元 HJ 组成的.镰如在整数环 Z 中理 
想 On ) 就是由 m 的一初倍数组成的.假如 a 是幂等元，那么由 a 生 
成的理想也是由 a 的倍元组成的.要注意的是，由 a 生成的理 

• ) m * 的意义是《个^相加，不是及中两个元的乘积，因为 n 是*数，不 
一定在 i ? 中，即令在/?中^也不一定耽是但当及有单位元*时, 
确是 R 中两元的桊积，这是因为， 

«a*n{efl) ：s *?fl M ^* 4 * + cd = = ♦ a* 

所以 m + M 不櫥写 成&+ da , 因为这时 r + n 不一定有意义 • 
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想包含义当及没有单位元时，所有形如〜，士&的元虽然也 

成为理想，但一般它不包含^_因#>不=定是由 i 生成的理想 
⑷.譬如 在心的 子环及中，由组成 

的理想 g 含 L 因龀它是 (J) ，但由3组成的理想就不包含孓因此 
它不是(互） 

同样，我们又可以定义由交换环及中^个元〜， 々，…，〜生 
成的理想 hi ，仏…， o, 它是由所有彩如 

n n 

1^外+乏]«4，?^及，〜是整数或零， 

恤 1 /-I 

的元组成的， A …叫做它的生 成元. 如果尺有单位元，那 

么，上式又可简写成公 r 成时形状- 

»*] 

假如 R 是非交换环^是及中元，但不在中心 7(/0 中,那么， 
由《生成的理想 (《> 是由所有象下面形状的元组成的： 

r ^+ ar z + ^ r , ar } +na t r ^ R t n 是整数或零. 

当穴有单位元时，上式可以简写成 SW 

我们知道，环及的理想不一定是由一个元生成的，由一个元 
生或的理想，叫做主理&零理想是主理想，因为 0 =( 0 ); 单位理 
想及》当及有单位元 e 的时候也是主理想，因为 /^ = G) .多项'式环 
ZO] 中所有常数项是偶数的多项式组成的理想是由生成的 
理想 <U>， 它不是主理想. 

瑕定尺是体， N 关0是只的左理想 w 是 JV 中非零的元，因为 

所以以=兄于是体除自身及零理想外，不含其他左 
理想及右理想. 

反过来，假如环尺#0,除自身及零理想外，它不含其他左或右 
理想，我们命 a 是 A 中任 1 —非零元，因为是只的右理想，所以 
或 a 尺=0•当及有单位先时，对于尺中任意非零元〜我们 
都有于是任意方程在及中都有解，因此尺成体+当 
R 没有单位元时， A 当然不能成体，因此及中有某非零元 a， 使 a 尺 
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= 0,于是对及中任意元~我们有^=0,这时 

0 »±^»± 2 ^ ,***, ,*'* 

显然成为 / i 的右理想，因此它就是 / e . 于是尺 是循环加群.它只有 
元数是质数时才是单群，所以灰是由质数 A 个元0,心… 

“组成 的环.其中任意两元的乘积都是零，因此沢是零环.于是有 
定理 I 假如环叭尹 0) 除自身及零理想外，没有其他左或右 
理想，那么尺有单位元时是体，没有单位元时是元数为廣数的零 
环 ■ 

因此我们又得到 

定理2有单位元的环，除自身及零理想外，没有其他左或右 
理想的必要充分条件 是:它 是体. 

一 个环至少有两个理想，一个是它自身——单位理想 ，一 个是 
零 理想. 只有这两个理想的环叫做单纯环，或简称单环.显然体是 
单环，整数环不是单环.由定理1，我们又有 

定理 3 交换单环(尹 o > 是域或是示数为质数的零环. 

单环不一定有单位元 • 假如单环 K 有左单位元 g 那么 e 也是 
右单位元，因此是单位元，这是因为#={了^1工€/(}显然是沢的 
理想.，如果 cGiV ， 即那么 c =0 .但 e 是左单位元，所以 f：r 
=： r =0 t 即只= 0,此不可 * 所以 Nd 因为/?是单环，所以 
于是 m =: t ， 因此 f 是单位元•同样，单环如果有右单位元,那么它 

岜有单位元.再有穷单环可以由一个元或两个 宂生成 [iU . 

假如 N 是环的理想，那么是全矩 阵环札 的理想 ，反过 
来基本上也成立，即假如 / e 是有单位元的环，那么全矩阵环札的 
任意理想是全矩阵环 iV . ，这里 N 是 K 的理想要注意的是，这 
里有单位元是一个不可缺少的条件.假如没有单位元,这定理 
就不成立，后面 § 3. 6 的习题 2 是一个明显的例.因此，如果及是 
有单位元的单环，那么扎也是单环. 

与汉 弥尔顿群类似，有汉弥尔顿环.一个环，如果它的任意子 
环都是理想，那么这环叫做汉弥 尔顿环 ⑵」.譬如 T 整数环就是，汉弥 
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尔顿环. 

最后，我们来讨论理想与环的关系.正规子群是群的重要子 
群,理想是环的重要子环，理想在环中地位与正规子群在群中地位 
类似.下面定理更能说明这问越 * 这些定理及它的证法与§ 2. 5中 
差不多，因此也可说是§ 2. 5定理在环中的推广. 

定理4抿定环及与环圮同态,及中元 a 在记中时象是〆， 
那么疋的零元 < y 的完全象源 w 是及的理想，叫做这同态的同态 
核 w 的完全象海是同余类 a+M 

证明首先，因为环的同态也是把环看成加群时的同态，所以 
N 就是同 态核. 由§么5定理2,我们得知 W 是加群，并且V的完 
全象源是 W 的同余类 a+W. 

p 

其次，当时，我们有 a— (V ，于是 

ra-^r f 0' ， ar^O f 〆 =0' ， 

所以 naew， 这就是说 w 是及的理想，因此定理得证. 

同群的情况_样，傻如 c 是同态核 k er (/2) 环及 到环圮的同 
态，那么 a 的象 c (及)是 F 的子环^的同态核 ker(R ) 是及的子 
环，并且接理想 • 

假如两个环/?，圮同态，即〜V，同态核如果是零理想，那 
么 R - R \ 如果是单位理想，那么 F 是零 * 当只是单环时，因为及 
只有零理想及单位理想，所以这时同态核 或者 N 吨 因此 
R 1 是零或 R 与 R ， 同构，这就是说，单环的同态象是单环或是零. 
假如扒把 都是体，因苘态是及射到义的映射，所以这时 
因此 R 二 R f . 这就是§ 3 J 中所说的体的同态是同构. 

定逸5假定 W 是环及 的理想，那么及与同余环及=只一 N 
同态，也就是说 

只 〜： R 


同态核就是 

证明我们把 a 与它所在的 N 的同余类5对应，即那 
么这对应显然就是及到及的满射，再因为 
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a + i _*^+ 办 =(? -\- b ^ ah ^ ab ^ ai ^ 

所以 /? 〜及，因此定理得证. 

定理 6假定环没与环圮同态，同态核是#，及=及一兄那 
么 

R - R , 


证明 因为尺〜化 ，假定这时的对应是，5是及中 u 所 
在的同余类 a+W. 由上面定琿4,我们知道5是V的完全象源，假 
如我们把3与 i 对应，即 * 显然这对应是 S 到V的双射，并 
且 

a+5= Ga+6)—■ (a+6V =^a f +&’ ， 

a * b = ab ^ iab ) 1 = a * b f , 

所以及二 iT， 因此定理成立. 

于是，任意同态象可以看成同余环，因此，理想能够决定环的 
所有同态，这是理想也是同余环的一个重要性质. 

同§ 2 . 5 中一样，假如环及〜 f 是同态核， s 是及的子环， 
那么5在圯中的象义也是圮的子环，并且 :?〜 V，同态核是5门 
认因此 

s - isr \^— s \ 

当 时， S — H 



1.假设及是所有俩数形成的偶数环,试证所有形如的数形成 
一个理想力，它是否是主理想？假如及是整数环又怎样？ 

1假定是偶数环,试也所有形如& t 的矩阵，这里都是 

c a 

偶数，组成全矩阵环&的理想* 

3 - 试证同态只 W 是伺构的必荽充分条件是它的间态核 N = 0. 

4 . 假定 W 是环只的理想，如果 iV 是正则理想（即对于及中任意元〜及 
中有元 0，〜使¥=0(~)，叫三^)),那么同余环及一^/有单位元. 

5 . (^ 2) 在2|>]中不是主理想，如何坯明？ 



102 环与体 [第 3 章] 

s . 假如# 是有单位元环及的理想 T 那么 

7. 所有形如是整数)的复数组成一个环，叫做离斯數环，试证 
ZO ]—(/ + ]) 与髙斯数环同构，这里 Z 是整数环 . 、 

^ 假定^是环及的子环， n 是及的理想，井且 sriw = cu 试证同余环只 
一 w 中有与5同构的子环. 

9. 假定 z 是整敢环，户是质数，试证2 —（，: J 中任意非零的理想包含 
7_、也就是说3 — (矿〉 中所有非零理想的交舁于零. 

10. 假定 / i 是元数大于1的整环，井且只包含有穷个理想， 那么及 是域. 
1 L 试证非幂零单环有单位元时中心是体，没有单位元时中心是零. 

12 . 假定/£是单元零因子环*但不是体， i 是及的非零真左理想，那么 
RL 是单无零因子环，并且没有单位元- 

1 S . 一个非幂零环/?是单环的必要充分条件是 = 这里0关 

1 4 . 联定人是有单位元环及的左理想，并且 i + i = u +^ keL } 中任意 
元都有左逆元，那么1+1中任意元都是/?的可逆元- 

15. 假定 / e 是单环卖0^是幂等元,那么也是单环. 

联定犮是环，如果其中任意元中有元 ，那么 尺叫 

做正 M 环 [ z +] . 显然体是正則环.假定 a 泌是及中任意元，试 ffi 

1) Ra = Re, 2) Ra + Rb=Rf. 

这里〜 / 郁是幕等元. 

§3-7 理想的运算 

上节我们介绍了理想及它的性质*这节我们来介绍它们的运 
算:和 、积及商- 

假定 A . B 是环的理想，那么所有形如 

a -\- b , a ^ A,beB 

的元成为及的理想，叫做理想 Z 4的和，用(儿扮表示 （ § 2. 3): 

CA , B )^{ a + b \ aeA , beB }. 

显然，(儿』）=(万3)，井且 
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同和的情形不一样*所有形如 

ab , a ^ A , b^B 


的元不能成为及的理想，譬如4=&，>^万=</，：^>是多项式环 
2 [心: yG 的理想是形如 m 的元，但/一 y 就不能写成#的 
形状.因此，我们来考虑所有有穷个元以的和 

^ A ^ bi €： B 

的集合，这时因为 

r Yj a ^i^ 2 ( ⑺ XJaA)r= 

所以这个集成为及的理想，叫做 A, 方 的积用 vli ? 表示 t 即 

AB ={ Y ^ a i b l \ a i ^ A , b i ^ B }. 

替如，在整数环 Z 中，如果 

4=(12)，万=(21),那么(山/0 = (3)，/丑=(252). 

当及是交换环时，若4二 （ a )』= («， 则 ( A ， iJ )= G ，6> M 召 
=一般，假如^，…，〜>，月= ( h ” … 人〉 ，那么 

(^，忍）。^，… ，a K ，办 i ，… ， b „) ， 

AB^ia^b-^ ,… ， (? 也， … la^}. 

这就是说，如果 AfB 是分别由，/^生成 
的理想，么(儿/0是由 O . rbj 生成的理想 MiJ 是由 a 也生成的理 
想， 

显然，如杲丑有单位元，那么 
于是 RA ^ AR ^ A . 因此尺畢理想的乘法单位，这也就是穴 
所以叫做单位理想的一原 

同普通乘积的意义一样，及的理想 A 的 n 乘幂 A 的意义是 
用下式来规 定的： 

p 

A l ^ A f A nAl ^ AA%n 是正整数 ■ 

为了方便，我们又常常把/写成及即，= 凡当 W = 4 时, d 叫 
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做幂等理想，当# = 0时 M 叫做幕零理想.这时 A 中任意 n 个元 

的乘积都是0,即 h 因此 A 中任意元都是幂零元. 

任意元都是冪零元的理想，叫做幕零元理想.所以幂零理想是幕零 

元理想，但反过来不一定成立 . t 

我们容易知道，§ 3、1定理1中交换环的幂零元子环是幂零 

元理想，但不一定是幂零理想. 

由定义，我们容易知道 

(AB)C^A(BC), 

即对乘法，理想子环的结合律成立.再因为 A (凡 C ) 中任意元 
在 Mi ? MO 中； 反过来 ，（儿 Ef , AC ) 中任意元 

2^A + SJa ， 产 ^a t 0i+O) + Sa/O+c ，） 

又在 4( 凡 C ) 中，所以 3( 凡 0 = 04 仏 AC ). 再 

(A,B){C,D)^(AC\AD,BC\BD). 

假如 K 是交換环，那么 

AB=BA, 

这就是说，在交换环中，对乘法，理想的交换律成立.但消去律不成 
立，即由若4垆0,未必有譬如，在由所有形如 

a +站 U 4是整数或零） 

的数形成的环中*理想4等子<3,3 理想力等于(3)，显然 

3不等于 五 ，但 

A ^(9^ n/^5,-45) = <3,3 V ^5 K 3) = ^ 

我们知道，在整数环 Z 中，如果那么也就是 
^ =4,即 a 能够被6整除.现在我们根据这得到理想的整除 • 

假定 方是及 的理想，如果 afi ?， 即，我们就说 a 能 
够被理想 B S 除.当理想 A 中任意元能够被丹整除，即 _ 

也就是4三0(召） 

时 ，我们 就说4能够用 B 整除，这时五叫做 A 的约理想， A 叫做 
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B 的倍理想. 


要注意的是，在整数中，约数不能大于倍数，但在环中，约理想 
包含倍 理想. 假如我们把约理解为包含，倍理解为被包含,那么约 
理想与倍理想的关系就容易认清而不致混淆了. 

环及中任意理想都包含零理想，因此零理想是任意理想的倍 
理想.单位理想及包含任意理想，因此是任一理想的约理想，即 
R 能整除任意理想.在整数中， 一 1，1 能够整除任意整数，在这点 
上 ， i ? 与一 1，〗非常类似，这是我们叫及做单位理想的另一原 
因. 

显然 A 的理想 丑 的和 M 4) 是 A . B 的约理想，因此(4, 
幻是儿方的公约理想■但 是儿方 的任一公约理想都是 M , 別的 
约 理想,所以 M ，扪是 d 的最大公约理想. 

假如环及有单位元，如果那么我们叫儿方为互 
质.这时方除及外没有公约理想，并且及屮任意元可以写成 

中元 的和. 譬如，在整数环中，由两个互质数生成的两个理想 
是互质的. 

同样，我们知道 jflif 是儿方 的公倍理想，并且的公倍 
理想都是 zriB 的倍理想，所以乂门占是的最小公倍理想， 

再因为邪方，所以这就是说,儿方的 
乘积是它们的最小公倍理想的倍理想. 


我们容易知道，两个整数的最小公倍与最大公约的乘积等于 
这两个整数的乘积，因此在整数环 Z 中，理想 A ， if 的最小公倍 A 
与它们的最大公约 M , ii ) 的乘积等于它们的乘积仙，即 (A 
n 月 )( 儿方)=4凡但在一般交换环中 t 我们只廉有 


这是因为 


当儿石是互质的理想，即(尔抝=及 时，那么儿 &=4门5,也 
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就是说，这时的乘积就是它们的最小公倍理想 
下面 ，我们 来介绍在一般交换环中理想的商的概念. 

假定 X 3是交換环心的理想，那么 i ? 中所有适合 

rB=0iA) 

的元 r 形成及的理想，叫做 A , if 的商 M ，用记号>1 : 表示，即 

(A ; B)={r\r^R,rB^Ai t 

这是因为，如果适合上式，显然以及 m 也都适合上 
式，这里 r 是及中任意元.特别 


C 0 : B )^{ r \ reR , rB ^0} 

叫做#的零化理想. 

由定义，我们容易知道 

A ； A=R,A : (0)=if,AQM < > iO 五 G 儿 

当右 GA 时， 兄再 

04 : 方）： C= M » C) f B=A ^ BC, 

这是因为，由 : i#) 1 c, 我们就有 rCQM : 石），即 r€B = 
rBCOl， 所以 re CA : i?C), 反过来也成立.因此 

M t 召 ） ： - BC. 

同样我们又有 d t B ) f ) (A ^ c). 此外我们还有 

( a ] n … o a ) * ( a , ； b ) n - n <a = , 

即 

(n a ) * n (a * £)，，= i ，"•，/> 

这是因为由 rifen 冼，就有反过来也成立 - 

在整数环 2 中，关0的商 U) :(幻可以这样来求得, 

先把 a 分解因子，再刪去其中能够整除6的因子★剩下的数如果是 
G 那么 (a) : (6)=(r>， 譬如 

(12) : (3)=(4),(12) i (21)=(4),(12) : (5) = (12), 

又因为这时 c 就是的最大公约数(〜《除 a 得到的商，所以我 
们又有 (a) : (, b ) = ( a ) t 这性质在一般交换环中也能眵成 

立.即 
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A * B^A ! ( A t B ). 


这是因为 

A s M，iO = M r A )0 (A * : B)=A * B , 

当是互质理想时，我们有 

A : B ^ A,B : A = B . 

这是因为再假定 re (A : ii ) ， 那么但 MS 

九所以九即峨。儿因为有单位元，所以因 
此 (A : 于是 A * B = A . 同样，我们可以证明召： A ^ B ： 

要注意的是，上面这性质的逆是不成立的*罾如，在多项式环 
ZO，：y] 中， < iy )^( x ) Ay } * Oc)=K：vO, 但 （(:r)，(30) 关 （1). 

假如尺是非交换环， v4、i? 是及的理想，那么/?中所有适合 

r £^0 (>O Ci ? r =0 W )) 

的元 r 形成尺的理想，叫做4，谷的右(左)商,用记号: 

(« : B) l ) 表示 • 同上面一样，我们容易得知 

(A ^ 

(A < - B ^ A t UA * C)^=(A * CB ) R , 

(A s (万 ，C>) 衣 = (i4 f P| (.A ' Oa * 

对于左商也有类似性质，读者试根据定义加以辁证 - 


习题 3. 7 

求下列各商： 

(6) * (3),(6) : (5),(3) : (9). 

假定 A ， B，C 是环及 的理想 ， B3C - 试证， 

C t A^B = A t A t B^A t C\ 

3. 试证下面三个关系等价，即假如有一个成立，那么其余两个也都 成立: 
(Oi4 t B=^A,A i C^A, an A ! (BHO^A, (iii)A ： BC=A. 

^ 假设是整数 ， rf 是〃4的最大公约 ， m la ， b 的最小公倍，即 j = 

03)，抓=03].4=( (1 >，£=00是整数环7的理想，试证 ： 

5-假如 B,C 部与 A 互质，那么 £ C 及 Bf)C 都与>1互质. 

I 
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6* 假定戍，木，…，儿是交换环中两两互质的 n 个理想 * 试证 

f]A t f ]... A A,. 

7 .试证一个理想与一个子环的和是子环，两个子环的和不是子环. 

§3.8 极大理想、质理想 

这节我们主要是介绍两个特殊的理想，它们在研究环时都占 
重要地位. 

我们知道，环的任一理想至少有两个理想是它的包含集，一个 
就是它自身，一个是单位理想.一般，除这两个理想外，可能还有包 
含它的理想. 

定义1假定#是环及的理想，如果“〔尺,并且尺中不存 
在适合 NdMCZR 的理想财，那么 W 叫做 的极大理想. 

因此，极大理想除自身及单位理想是它的约理想外，术再有约 
理想，所以，我们又叫极大理想为 无因子理想. 

单位理想显然不是极大理想.单环的零理想是极大理想.在整 
数环2中，由 质数声 生成的主理想(/0是极大理想.这是因为，假 
如理想财〕(/0，瘅就有一整数0 6财,但？(户），也就是说,财中 
有不是 A 的倍数的数心因此〜/«互质.于是存在着两整数 r , 5,使 
m +# = ； U 但因此 1 GM , 所以 M = Z , 这就是说 
(/0除了自身外，只有单位理想是它的约理想，所以(/0是极大理 
想. 

由§ 3 . 2我们还知道 $ = Z — (户)是域，也就是说，整数环 Z 
关于极大理想 4) 的同余环 Z 是域.反过来，假如2,是域，那么户 
是质数，于是 (/>) 是极大理想> 因此(/0是 Z 的极大理想的必要充 
分条件是是域.一般在交换环中这性质也能成立，即 

定理1有单位元的交换环及的理想是极大理想的 
必要充分条件是：同余环及=尺一#成为域， 

证明假如及是域，那么及除零及自身外不再有理想，因此 
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^ 是极大理想.反过来，如果 W 是极大理想，那么及除零及自身 
外无其他理想，又因为及有单位元,于是由§丄6定理2,及是体, 
因此定理得证. 

上定理虽然是理想 W 是极大的必要充分条件，但同时也是同 
余环 R - N 成为域的必要充分条件.要注意的是,这时及有单位 
元，假如 R 没有单位元，上定理的充分条件也能成立，但必要条件 
耽不一定能够成立了+譬如，在所有偁敢形成的供数环 S 中， U ) 
是极大理想*这是因为，假如( 4 )<3财^€财，但6(4)，那么4,0的 
最大公约数是2,因此 2 = 这里 r ， s 是整数.于是2€财，所 

以 M = S - 这就是说， U ) 除自身及 S 外，没有其他约理想，因此 U ) 
是极大理想 * 但2*=0< 4 )， 2 关0( 4 )，所以古一 （4) 中有幂零元，因此 
它不成 为体. 同样 (6) 也是 S 的极大理想但 S — (6>是域. 

一般我们有 


定理 2 环尺的理想 W 是极大的必要充分条件是同余环及 
=7? — N 是单环. 

证明我们容易得知从丑〜 A 1 ， 那么及中理想在 f 的象是 
^ 的理想，&中理想在尺的完全象源是尺的理想，也就是说理想 
的象是理想，理想的完全象源也是理想，从及〜及，如果 M 是尺中 
包含财的真理想，即及 IDJW 二 IV ，那么 M 在 S 的象財是及中非 
零的真理想，反过来如果府是 R 中非零真理想，那么財在 尺的完 
全象源 M 是衣中包含 W 的真理想，这样定理显然成立， 

下面，再来介绍另一个重要理想. 

我们知道，在整数环 Z 中,质数除自身及 1( 包括正 、负) 外，不 
再有约敢，在这点上，极大理想与质数 类似. 再两个整数的积，如果 
能够用一个质敢整除，那么这两个整数中至少有一个能够用这质 
数整除，这是质数的一个基本性质.极大理想不一定都有这类似性 
质，但是环中有的理想确具有这性质， 

定义2交换环及的理想 P ， 当及中两元的积 d 在 P 中 
时4 A 中至少有一元在 P 中，也就是说当 MsO ( P ) 时， 
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a 三 0 O ") 或6去 0 O 5 )， 

那么 Z 3 叫做 i ? 的质理想. 

单位理想 i ? 是质理想，因为对于及中任意元~这时都有^= 
00?). 前面整数环 z 的主理想也是质理想.这是因为，如果 M 
=0(声），那么以=邮*因此〜6中必有一数能够用/^整除，即 

假定交换环同态，即及〜化，我们容易得知尺的质理想 
在义的象不 一定是 质理想，但圮的质理想在 R 的完全象源是及 
的质理想. 

显然，交换环 R 的任意幂零元都包含在任一质理想中，因此， 
R 中所有质理想的交集包含及的所有幂零元，其逆亦成立.即 
定理3 .锻定 R 是交换环， w 是 R 的所有质理想的交集，那 
么 W 是由/?中所有幂零元组成的理想，也就是说 N 毚 R 的最大 
蒂零元环. 

证明假定 a 是/?中元，但不是幂零元，如果我们能在/£中 
求得一不包含 a 的质理想，那么中任意非幂零元都不在 W 中， 
定理就成立. 

显然，在只中有不包含 a 的任意幕的理想存在，因为零理想 
就是这样的理想.由冲恩引理，我们有适合这条件的极大理想 / N 
如杲？不是质理想，设，而: r ， y ep , 因为尸是极 

大， 所以 〈尸， x >3 P ， 〈尸， 尸， 因此有 a m ^ 〈尸 ，: r > <尸，: y > ， 

于是 ^ 这与 P 不包含 a 的任意幕的假设矛 

盾，所以，尸是质理想 * 定理得证 ■ 

要注意的是上定理中的 W 不一定是质理想，即交换环中所有 
幂零元形成的理想子环不一定是质理想. 譬如& 中所有幂零元 

{ m 引形成质理想，但 z e 中只有零元是幂零元，这时零子环不 
是质理想.因此质理想的交集不一定是质理想. 

假如 K 是整环*那么零子环是质理想.这是因为当必=0时， 
a , b 中必有一为0,即 a = 0 或 6=0. 反过来，假如交换环的零子 
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环是质理想*那么及是整环，因此，零子环是质理想的必要充分条 
件是及为整环.一般，我们有 

定理4交换环/£中的真理想 J 5 是质理想的必要充分条件 
是： 同余环一尸是整环， 

证明假如 尸是质 理想， 因为尸 是理想，所以 S 成环，从 
我们就得到 ^=0(/^) ^因此 

d 三0(户）或6=0(尸）， 

于是 [=5 或&=1所以及是无零因子环，因此它是整环- 

反过来，假如及是整环，由 ab ^ 0 ( p ), 我们就得到 

一 

a 4 = 0 ， 

于是或5=5,因此 a =0( P ) 或(尸），所以 P 是质理想， 
于是定理得证. 

要注意的是，在有单位元的交换环中，极大理想是质理想，但 
它的逆不成立， 即 质理想不一定都是极大的.譬如，在整数环 Z 
中4零理想是质理想，显然它不是&大理想.又如在多项式环 20] 
中，00是质理想，但 0r>CIC2d)C：ZDr]， 因此它也不是极大理想, 
再，在没有单位元的交换环中，极大理想不一定是质理想.譬如，前 
面 S 中 (4) 就是 S 的极大理想，但不是质理想* 

上面定义中《是交換环， 关于一 般环的质理想,1949年麦珂 
另给出如下定原因是在一般非交换环中如定义2中的质理 
想为数不多. 

定义 3假如 P 是环只的理想，对 ii 中 任意两 个理想 
如果它们的积 AiieO(P)， 我 们就有尸)或 S 安 0(P)， 那么 

尸叫做只的质理想. 

当及是交换环时，如果尸是质理想，从以我们就有 

Oa)(W 三 0( 尸），所以泽0或 (£0 田0,因此 a 安 0(/^) 或办安0(户）， 

这就是说，定义2是这定义的特例. 

显然，环 i? 中任一质理想包含 A 中所有冪零理想*假如尸是 
R 的质理想，那么 h = r ~ p 不含有非零的幂零理想. 
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假如把定义3中任意两个理想换成任意两个左理想，结果是 
一样的，这就是下面的定理. 

定理5环 ft 的理想 P 是质 理想的必要充分条件是对于 
中任意两个左理想心，心，如果 U 卢 0(尸），那么 LpfKP ) 或 匕 
=Q(P). 

证明定 理的充 分性是显然的.下面证明必要性. 

因为 （ A ， u ) ，0^，[ 2 尺）是 R 的理想，由 AL 2 在 0( P ) ，得 
(^ 1 ， ) — ， IaLzR ， L'RJ^ R.L^R.y 

即 （ A ， L ' R ) U 2 , L 2 R )= oa y ), 

所以 或 a !， z ^ o 安 0( 尸） 

因此 尸）或1 2 $0(户). 

定理证毕. 

上定理中的左理想假如都换成右理想,定理显然同样成立. 
1956年生兹(火 D , Sands )® 明了痒样的定理:假定 P 是环 R 

的质理想 V 那么/\是全矩阵环凡的质理想.反过来，艮的质理想 
是/ V 这里 P 是只的质理想,再假如#是 A 的极大理想,如果 W 
又是 A 的质理想，那么况，是氏的极大理想 [2(] . 

一个环，如果它的零子环是质理想，麦珂叫它做质环.因 
此，交换质环是整环，当然整环是质环 * 质环不包含非零的幂零理 
想，质环中任意两个非零的理想的交集异于零.再假定及是有单 
位元的环，全矩阵环兄是质环的必要充分条件是及是质环 [ 刪. 

假如 P 是环/!的质理想，显然及二及一户是质环.反过来也成 
立， 即假如 R 是质环，那么 P 是质理想，这是因为如果 R 的理想 A 
耷 0( 尸），那么(九尸)吴 0( n ， dP ) 关 ( Kn ， 因 此及是 
质环，所以 U , P )( 方，尸） SM 1 M 3 ) 耷 CKP ), 因此 AB 锌 0( 尸），即 
P 是质理想+再 A 是质环的必要充分条件是:左零化及的左理想 
的左理想是零理想或右零化 A 的右理想的右理想是零理想.这些 
都是质环的基本性质质环是一类重要的环，很多环的构造可 
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以由它来决定，只是目前质环本身的构造还不够清楚. 



1, 假设 q 为有理数域，那么 qo ] 中是否为 a 大理想？ 

2, 试证(:輙是 zl >] 的质理想. 

3, 在髙斯数环中，理想 (3)，（ l + i ) 是否都是质理想？ 

4 , 假设户是环及的理想， Q 是及中所有不在户中的元的集合，试证尸 
是质理想的必要充分条件是 Q 对于乘法成半群. 

5 , 假定 A 是环及的理想，/ 1 是环 A 的禺理想，试证 Z 1 是/£理想. 

S . 假设环只=圮，试证的极大理想也是它的质理想. 

7. 质环的中心是整环. 

8. 环 i ? 的理想尸，是质理想的必要充分条件是对于中任意元如果 

那么 尸或 

9 - 假定 JV 是交换环的理想，试证/?一#成域的必要充分条件是 i 

是极犬理想* ( 2 >如果/兰 0 CAn t 那么2兰 OCNX 

10- 试证有单位元的祐有极大理想. 

11. 嵌定 W 是环及的理想，如果况 〆 0,并且 / f 中不存在适合 oCAfe # 
的理想 M ， 那么 W 叫做/?的极小理想.试证#是及的极小理想时必要充分 
条件是: 况是其 中任意非零元生成的理想.零理想虽然不能成为极小理想， 
但它有可能成为极大理想. 

§3.9 主理想环中元素的因子分解 


在整数环中，任意整数除因子的顺序外，可以唯一分解为质因 
子的乘积，也就是说，质因子分解是唯一的.这是一个重要定理.在 
任意环中这定理也能否成立？现在我们只在 交玲主 理想环中来讨 

论这问题，这伺题偎如在主理想环中解决了，那么它也就基本上解 
决了. 

定义1有单位元的整环，如果其中任意理想都是主理想，就 

叫做主理想环. 
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我们先给出下面_些重要的主理想环 * 

定理1整数环 Z 是主理想环. 

证明因为整数环 Z 是有单位元的整环，我们只要证明其中 
任一理想 JV 是主理想就行了. 

假如 W = 显然它是主理想.假如 JV 弇0,那么它就含有一整 
数 c 弇0,因此它也含有_数一 r ， 所以 W 含有正整数.现在假定 JV 
中所含的最小正整数是 L 如果我们能够证明 JV 中任意数6都是 
^的倍数，即 “那么 Nh ( a )， 因此 V 就是主理想了. 

假定6用&除，我们就有 ’ 

b=^qa + r t Q^r<Za , 

因为办 ewdev ， 所以 

r^b—qa G N* 

但 <2是 W 中最小正整数，所以因此于是定理得证 t 
多项式环 2 b ] 虽然也是有单位元的整环，但由 §3. 6,我们得 
知它的理想不都是主理想，因此它不是主理想环. 

定理 2 假定 F 是域，那么多项式砰是主理想环. 

证明首先，因为 F 的单位元1也是的单位元,又因/ 
是域，由 H 5定理，是整环，因此 X |>] 是有单位元的整环. 

再，假定是 *’[/] 的理想是 N 中次数最低的一个 
多项式， / Or ) 是 N 中任一多项式，我们可以引用欧氏法式把 / Or ) 
写成 


这里 rOO 是零元或者它的次数小于 gOc) 的次数 • 同上面定理的 
证明一样，我们育 rOr) = 0, 所以 AT 是主理想，因此定理得逝. 
下面，我们再铪出一类重要的主理想环， 

假定 A 是整环，如果对于其中任意非零的元〜有整数 fU ) 
>0,并且对 于及中 任意元 a 弇0,匕在7?中有适合欧氏法式 

b=qa^\-r,a^0 

的元这里 r = 0 或 tKr)<£7(a), 那么只叫做欧几 里得环 ，或简 
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称为欧氏环. 

显然，整数环 z 是欧氏环 ，因 为我们可以取•多项 
式环 F |>] 也是欧氏环旧为我们可以取 cK / Gr )) =/( jt ) 的次数. 
定理 3欧氏环是主理想环. 

」 证明锻定 N ^ O 是欧氏环只的理想 w 是 W 中 tKa ) 最小的 
一元.同定理1的证明一样，引用欧氏法式我们很容易知道 W 中 
任意元6是 a 的倍元，即6=押，因此这就是说，及中任意 
理想都是主理想.再我们命只 =( r )， 由上面的证明，我们得知及中 
任意元可以写成 V ，因此 r 自身也是如此.假如那么对于及 
中任意元彡 =? r ， 我们有于是是尺的单位元.这 
就是说，及是有单位元的整环，所以及是主理想环，因此定理得 
证. 


要注意的是这定理的逆是不成立的，也就是说，主理想环不一 
定是欧氏环.1949年马士青 ( T . S . M 扣 zkin ) 曾给了一个例来说明 
这问题，读者可参考原始资料 [3 4 

现在，我们来讨论因子分解何题 * 首先我们规定几个基本概 
念. 它们都与整数环中的类似. 

假定及是有单位元的整环，其中有的元有逆元 t 有的元没有 
逆元，可逆元是有逆元的元.元 a 如果可以写成 

a=r i r n ， nGR t 

就叫做 a 的因子分解， n 叫做^的因子，也叫做 a 的约元,<3又叫 
做~的 倍元. 这时我们又说 a 可以用 r ,， 整除. 显然， a 可以写成 

a=a^-(—a)(—e) = (—e)a(—e) 

等等，更一般地，如果 c 是中可逆元，它的逆元是厂 1 ，我们又有 

• cc ~ l = ac~ l * c = c ~ l ac-t 

如这样含有可逆元做因子的因子分解，我们叫它做显然分解.同在 
整数环中一样，这样的分解我们不 讨论. 下面讨论的是 r ,， 都不是 
可逆元的非显然分解. 

假如 a 是办的约元，同时办又是 a 的约元，即 = 
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那么 b ^ mnb . 因为 R 是整环，所以細= 6这就是说都是可 
逆元 * 因此 a J 相差只是一个可逆元的因子.反过来，堠如 
是可逆元，那么，因此 a 又是&的约元.我们把相差只是一 
个可逆元因子的两个元叫做相伴.于是 ad 相伴的必要充分条件 
是互为约元.与 e 相伴的元是可逆元.显然相伴关系是一个等 
价关系. 

我们知道，任意与《相伴的元都是 a 的约元 9 任意可逆元也都 
是沒的约元.假如6是《的约元，而6是不可逆元，又不与^相伴， 
那么6就叫做 u 的真约元.可逆元没有真约元 ■ 

同质数类似，我们有下面质元的概念- 

定义2在有单位元的整环及中，元并且不是可逆元， 
如果它有真约元，就叫做可分解元;如果它没有真约元，就叫做不 
可分解元，或叫做质元. 

于是，假如 是及 的质元 + 由我们就 得知〜 6中有一 
是可逆元.假如？是及的可分解元，那么在 A 中有非可 逆元仏 A ， 
使穿，又我们容易证明，质元与可逆元的乘积还是质免*也就 
是说，与质元相伴的元还是质元. 

我们知道，在证明整数的因子分解时，要引用整数的大小顺序 
关系，但在主理想环中元没有傾序关系，下面的定理就是用来代替 
这关系的. 

定理4假定，…是主理想环 / e 中无穷多个元, 
并且任意免+1能够整除 ay 那就有一个整数 m 存在，当时，所 
有的 K 都彼此相伴. 

证明假定 K 中各个兩的所有倍元 r 〜， rf 只的集合是 
he 是; V 中任意元，那么 

b=rai ， c=sa”i>j- 

但〜可以用〜整除，也就是说 a ~ ta if 因此 

b — c ^ ra { - sta t = ( r ^ sOaf ^ N ^ 

所以 W 是及的理想，假定 = r 〜，那么任意免 = 
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是，即&是任意 A 钠约元，但当时，^又是~的约元，因 
此这时 +与、 相伴，这就是说，当时，所有的+都彼此相 
伴，因此定理成立， 

4 

对于有穷个元 A ，^，…，〜，定理显然成立，因为这时// = 

现在，我们来讨论主理想环中元的分解. 

我们容易知道，零元不能分解为有穷个质元的乘积，这是因 
为 ，假如 

那么其中某个^ = 0,但零元不是质元，同样,可逆元也不能分解为 
有穷个质元的乘积，因为如果 

那么 e = n ( a _ V 2 … r .) ， 

因此 n 是可逆元，但可逆元不是质元.下面是分解定理. 

定理5主理想环及中任意不是零元又不是可逆元的元，能 
够分解为有穷个质元的乘积 - 

证明我们用反证法来证明.假如定理不成立， a 是不满足定 
理的一元，也就是说， a 不能够分解为有穷个质元的乘积.显然 a 
不是质元，所以 

a=bc ， 

这里 he 都不是可逆元，因此 he 都不与 a 相伴 j 并且 hr 中最少 
有一元也不能够分解为有穷个质元的乘积.设这元是再引 
用上面的方法就得到能够 整除〜 但又不与〜相伴的元〜，这样 
继续推求，我们就有 

，“ 2 ，…，£!_，…， 

这里 Ah 能够整除义，但心+1与心不相伴，这与上面定理4矛盾》 
因此定理成立. 

现在来 i > r 论分解的唯一性* 

在整数环中，证明因子分解的唯一性时要引用质数的一个基 
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本性质:两整数的乘积如果能够用一个质数整除，那么这两个整数 
中至少有一数能用这质数整除*现在我们来证明在主理想环中，质 
元也有这基本性质.我们知道，假如质元 f 有这性质，那么(尹)就 
是质理想.反过来，假如是质理想，那么质元#就有这性质，但 
是在主理想环中，极大理想是质理想，因此如果能够证明(户)是极 
大理想，那么/ ■就有 这性质了， 

定理6在主理想环 R 中，质元/生成的理想(/0是极大理 
想. 

证明假定那就有因此中必有二是可 
逆元.如果 r 是可逆元，那么 g 二厂 V ,所以 = 如果 g 是可 
逆元，那么所以(0=只+这就是说， （/») 只有自身及 
单位理想是它的约理想 t 因此0>)是极大理想，所以定理得证. 

于是，在主理想环中，两个元 的积以 如果能够用 质元声 
整除，那么 a A 中至少有一元能够用 f 整除 • 

再在主理想环中，可分解元这里 a ，纟都不是可逆元，生 
成的理想 ( g ) 不是质理想，这是因为由以^0~),如果那 
么 于是9= 〆 W ， 因此 i 6=^，这与6不是可逆元的假设 
不合 • 

于是，在主理想环中，质元生成的理想是质理想，可分解元生 
成的理想不是质理想，非零的质理想是极大理想. 

最后，我们来钲明质因子分解的唯一性.所谓元 a 的因子分解 
是唯一的，就是说，如果 d 有两种因子分解 

那么讲=〜并且每个 r _ 分别与某个相伴. 

下面是主要定理 

定理 7 主理想环及中任意不是零元又不是可逆元的元，除 
因子顺序及可逆元因子外，能够唯一分解为有穷个质元的乘积. 

证明假定元^#0,又不是可逆元，由定埋 5， a 可以分解为 
抓个质元 A 的乘积，即和…九•如果它又可以分解为 rt 个质 
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元的乘积，即0=柯2*”如*那么 

p\Pt^Pm^q\qz—q^ 

琢在，我们对于用归纳法来证明这两种分解是一致的.假如 m 
= 1，.因为这时。=久是质元，但屮都不是可逆元 * 于是《 = 1，因此 
所以这时定理成立.假定对于 讲一1 定理成立，我们来证明 
对于 m 定理也能够成立.因为 A 能够整除〜也就是说能够整除 
Mr •■如，所以 Pi 必定能够整除某一个仏，我们适当改变&的顺 
序，使 A 能够整除 a ，即 


gi = cjp : , 

因为& 是质元，所以 q 是可逆元，因此久与&相伴，于是我们有 

P\Pz …… q„. 

因为尺是主理想环 * 所以也是整环，因此把 A 消去就得到 

p 2 …於，（<^ 2 )… q H . 

这时 A 的个数是爪一 1. 根据归纳法假设，我们有仿一 1,所 

以 w = n ， 并且户 2 ,…,除顺序外分别与，■*.,%相伴，已知户] 
与〜 相伴，所以定理成立. 

于是，在主理想环中，元 d 如果能分解为有穷个质元的乘积， 
那么这有穷个质元的个数是一定的，这个数我们又叫做 a 的长. 

在整数环中 ，可逆 元只有 一1 及 h 所以整数的质因子分解，除 
顺序外，相差只是一个符号■又假如 f 是域，在多项式环 fj >] 中， 
只有厂 中元是可逆元，所以这时多项式的质元分解，除顺序外，相 
差只是 f 中元的因子. 

如所知在整数环 Z 中有因子分解 定理; 在多项式环 Z [: T ] 中 
也有因子分解定理，但 Z [: r ] 不是主理想环，而是关于主理想环 Z 
的多项式环. 一般 ，在有单位元的整环/?中，如果元素的因子分解 
定理能成立，可以 ffi 明在多项式环丑[工]中元素的因子分解定理也 
能成立.因此，在主理想环或关于主理想环的多项式环中,元素的 
因子分解定理成立 ■ 1奶5年肯兹 ( G ， K 01 UZ ) 证明了它的逆定 理:任 
一满足元素因子分解定理的环是主理想环或者是关于主理想环的 
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多项式环 [31] .这些，我们在这里都不详细论证了. 

上面我们所说的环都是交换环.关于非交换环，同样我们也有 
主理想环及欧氏环的概念，这只要把前面定义中的交换律除去就 
行了.在非交换主理想环中，元素的因子分解定理也是成立的 w ] . 

在交換环中，一个理想除因子的顺序外能否唯^地分解为质 
理想的乘积，这是所谓的理想分解问題，它是环论中主要问题之 
一. 由上面的定理7,我们容易得知，在主理想环中,任一异于零及 
自身的理想除因子的顺序外，能够唯一分解为质理想的乘积，因此 
理遠 分解的问题，在主理想环中是觯决了的.此外，在某些环中这 
问题也解决了但在一般情况下，这问题到现在还没有得到解 
决. 


习题 3-9 


1. 同余 式以二 17(19) 是否有解？为什么？ 

2. 试证在所有形如0+6 是整数）的数组成的环中， 

9 = 3 . 3=(2 + V ^)(2 — 

是两种不可约数的分解 * 这躭是说.在整环中「因子分解定理不一定成立. 

在主理想环中 ，所* 与 a 互质(当 Q4) = (1) 时叫做互质)的元所 
在的同余类(关于模 U)> 对于乘法成群，怎样证明？ 

4. 试证体是欧氏环，离斯数环也是欧氏环. 

5. 假定 it 是有单位元的整环，因子分解定理成立，那么质元生成的理想 
是质 理想; 非零的可分解元生成的理想不是质理想. 

6. 假定尺是满足因子分解定理并且有单位元1 _邱. 

/ = 0 

是穴 DO 中元 W 是心，…， a n 的最大公约元，那么我们有 /Cr)= 办 Or), 当 

时， /G) 叫做本廉多项式.试证及中商个本原多项式的乘积仍然是本 
原多项式. 

7. 篏定 /( W 是尺1>]中多项式，如果 / Or ) 不能表为两个次数大于 I 的 
多项式的乘积，那么/&>叫做既约多项式，问及!>：!中既约多项式弓质元有 
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无区别? 


§3,10多项式的零点 

这节讨论多项式环 DO 中多项式 /( x ) 零点的有关问题，它 
与中元素的因子分解有关.这里是有单位元的整环，所得 
到的结果与普通代数中的完全一致 t 因此也可以说是它的推广. 

我们知道 R 的扩张环中一元《，如果满足多项式 / ooe /? 
O ]， 也就是说/(«)=0，_么议就叫做 / g ：) 的零点，或者叫做/ 
的根.同普通代数中一样，我们有 

定理1 «是多项式 / Cr > 零点的必要充分条件是 /&) 能够 
用«整除 • 

证明假如/( X )能够用整除，那么 

= — a)gtx ) ， 

因此 f (^)~( a ^ a ) g ( a ) — 0, 

所以 d 是 / U ) 的零点.反过来，假如 a 是 / U ) 的零点，因为由欧 
氏法式， / U ) 耵以写成 

f(^)=^(x — a)q(x)-hr, 

于是 /( er ) = ( o —+ r , 

因此所以 / Cr ) = 0 r — a ) gU )， 即 / Or ) 能 够用: c — fl 整除，于 
是定理得证， 

一般我们有 

定理 2 环 i ? 中互异的 w 个元…，〜是多项式 / Or ) 零点 
的必要充分条件是 / U ) 能够用(: r -叫） … Or — 整除 • 

证明充分性易证，今只确证其必要性——命题 Wm ) (不赘 
述). 

由定理1，奴 1) 为真 * 若奴々)为真，则因设有环及中互异的走 

+ 1个元 A ，…， 〜々 +1 皆多项式 /&) 的零点，从中任取& 个，不妨 
设为^，…， or *， 由归纳假设势必 
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/( 了 ）= (j — a!) … （ : r_a 4 ) 犮（ : r), 

剩下的 A +1 适合 ( a * +1 — qWa 川 一 A )£ O m )=/( a * +1 ) = 0 .注 
意到叫 J ) 都不为零而 R 又是无零因子环，只好 

g ( a k + l )=0, 

因 jtCL ) 为真，故发 (±) = U —句于是 

-KU + l ) 亦真 • 由归纳法知; r ( m ) 为真 (v 定理证毕, 

于是*我们得到 

定理3假定及是有单位元的整坏, / U ) 是及[又5中《次多项 
式，那么它在及中互异的零点不能多于《个. 

要注意的是，这里 A 是整环，假如及不是整环，这定理是不能 
成立的 [34] .譬如 I 是有单位元的交換环，但不是无零因子环，这 
时多项式在其中有四个互异的零点 mi . 又如 
四元数体不是域，这时多项式 / Ot )= d + e 在其中有六个互异的 

零点土 I ，士 i ， 士々. 

裉据上而的定理，我们有 

定义假定 / U ) 能够用(工一整除4是大于1的整数，但 
不能用 (Z — 整除，那么 n 就叫做 / U ) 的 A 霣零点. 

在讨论重零点时，需要导函数这个概念，但极限，连续等基本 
概念都不能在环中引用*所以我们不能用数学分析上的定义.同普 
通代数中一样，若有…〜則置 1 

称之为 / Or ) 的导函数.由定义不难证明 f 

1 =/'<$)+〆 ( x ), 

{fix) * gix }] 1 Cc)g(:r)+/(d〆 {x)y 

{f^V =<_'( 工 ） • f Or), 

定理 4 多项式 /( d 有重零点 《 的必要充分条件是 / U ), 

/'( d 有公因式: r — 仏 

证明假如 a 是 / U ) 的奴>1)重零点，那么 
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/( 龙)=(龙一 or )* 及 ( x ) 

因此 

f = (龙) a 〉— 1 贫 Or ) 

=( 工一 a )*- 1 {(：£ — «)〆 (x)+Jtg(x) J , 

因为是 一 1>0,所以 U — 以―是 /( x)V Gr ) 的公因式•于是定理 
的必要性成立. 

再傲设2_«是/(文)，（文>的公因式， /(: r ) = U — dgCr )， 
因为尸 (: x )^ U - a ) g f (: r )+ Wx )， 而: r — a 文是尸（沈）的因式， 
所以 X — O 也是 g ( JT ) 的因子，即容 Cr > = (： r — ff )/ t (: r ). 于是 /<: r ) = 
(: ri ) 決 Gr ) ，因此《是 /( x ) 的重零点，于是定理的充分性成立. 
所以定理得证. 

将来 （ § 5- 3>我们还会知道 t 当及是整环时，列 >] 中任一多项 
式在 R 的适舀扩张体中，至少 有一零 点存在，现在我们暂时承认 
这性质，于是电定理 4* 即得 

定理5多项式 / U ) 有重零点的必要充分条件是 / U ), 尸 
U ) 有次数大于零的公因式. 

此外，我们还有下面的重要定理. 

定理6任意复系数《(>0)次多项式、 

… + a —!： r + a 量， at )#。， 

至少有一个复数根. 

证明假如我 CI 能够证明多项式的系数都是实数时定理成 
立*那么系数是复数时定理也成立.这是因为*命 

7( x ) =<^+孑 1 广 1 +…+心_^+二， 

这 里匕是 4的共轭复数， / U ) 与 7 Cr ) 的乘积 
由实际计算，我们容易得知 

2叫，是= 0，1，…， 2”. 

/+>-* 

但产 V 因此， F (;) 的系数都是实数，于是，根据 

/+/=* 
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上面的假定至少有一个复根〜即 FOO =/ U )7 OO = 0 ■如 
果 /( a) 爹 0,那么 7^j=/(h = 0, 这就是说， a 或者 S 都是 /Cr) 的 
根，因此，我们只要就 /U) 的系数都是实数这种特殊情形来证明 
就行了. 

假定是奇数，我们对于/用归纳法来证明. 

当/ = 0时， /Or) 是奇数次多项式，这时如果: r 取适当大的正 
值， /&) 的符号与 A 的^号相同，如果^取绝对值适当大的负值， 
/(x> 的符号与^。的符号相反•因为 /Or) 是1的连续函数.由数学 
分析我们得知有一个实根，这就是说当时，定理成立. 

现在，我们猴定多瑣式的次数能够用2^整除时定理成立，我 
们来讨论次数《 = 的情况 • 

根据我们暂时承认的性质，容易知道 /(x) 在复数体的适当扩 
张体中有 n 个根，假定这1个根是 ai ，…任取一实数^作 

0 $J — a i a j +c(a l +a j )^i<ij^yj=l f 2f^^ ，”. 

这时如的个数是+ 


吵^ = |2、(知-1) = 2〜，饼'是奇数. 

于是多项式发0) = ， i ，）= l ，2,…，《 

的次数是 2-^^ ，由中^代数我们容易得知，它的系数是 &的初 
等对称多项式，当然 也是％ 的对称多项式 .但〜 的初等对称多项 
式是 /&) 的系数，因此它们都是实数，所以 gU ) 的系数也都是实 
数.根据归纳法的假设至少有一个复数根，即3中至少有一 
个是复数，也就是说*对于任一实数£，我们至少有一个复数九，但 


实数的个数是无穷，而 D 只有^ 


对，因此在上面这些复数 


中，有 D 相同，而实数^不相同的复数 


由于 


cx=a i aj+c l <ia i +<x j ) ，卢 = 叫 ^+( 2 ( 内 + 巧） ， 

-P n . r _c^-c 2 a 

C 2 1 c x —c t 


a t + 


都是复数，所以 〜狂 } 是复系数多项式 
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x 2 —(cij+ci ; y )x+a i aj=0 

的根.歷然〜~也都是复数，这就是说 /&) 至少有一个复数根 f 
因此定理得证. 

上定理就是我们普通所谓的代 数基本 定理.远在1629年，吉 
拉尔 (A. Gir a nM595 〜 1632) 就有此猜想 ,1746 年达朗贝尔 ( J . E , 
R, D’Alembert jrn 〜 1783) 首先给了一个证明，但是不够严格， 
直到1799年髙斯才圆满的解决了这问題.此后髙斯又给出了另外 
三个证明，上面的证明基本上就是他的第二个证明 


习题 3. 10 


1，假如试求衣 [>] 中多項式 /一1 在 A 中的零点. 

2 .假定彷是”的约数，试证 / — 1是: r "— 1的因式. 

锻定只，圮都是有单位元并且元数*是无穷的#环,#是 if 的扩张 
环, / Or " …，是多項式环圮 c ,] 中多項式，如果 
试证 A 中有元 《 i ，… I 知使 /( a〆 .. ，％)#<)* 
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第 4 章 

模与代数 

这 章介绍模与代教的最基本概念及一些基本 性质. 模与群、 
环类似的概念及性质，为了避免重复，一律 从略. 再因为它们在本 
书中引用不多，议论也不多，所以不作深入论述，只示大要而已- 


§4.1 模 

模是上世纪末克罗纳克尔提出来的 * 在本世纪40年代研究 
环的结构时，它占非常重要的地位，现在是代数中最重要的概念之 
一+模的前身可以说是向 置空间 ，因此我们从向*空间开始. 

在线代数中，我们已经知道向量空间的基本概念及性质，现在 
我们把这些槻念来推广. 

定义 1假定 V 是加群，它的元用…表示, F 是体(不一 
定是域），它的元用 a , …表示，如果的乘积⑽具备下列各 
性质，那么 V 叫做 F 的 (左)向置空间 ，有时又简单地叫做 F 空间: 

Vau^V , Z c atu+v)=^au+av t 

3°(t3( A~b^ti=au-{-bu t 4°(ab)u=a(bu ), 

5°1 * ' ，1 是 F 的单位元， 


，因为 k = 1 ， ti+ Gi — 1 • tO, 命 1 * u — u ! fU ~\ 那么 

这时 1 _ V 为V，对于 F 中任意元〜 d^=0. 我们容 易知道 ，所有的V， 
抑 分别成为 V 的子空间 W，tv 并且 V 是 W ， V 。 的直和 （ 5 5. o , 即 v=v f 
+v & . 因为 F 中任意 元零化 v Dt 所以在很多问 g 上讨论 V 时，可以把 h 略 
去，只讨论矿就可以.因此我们常 常规定 
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譬如复数域、四元数体都是实数域的向量空间+偎如 夂是体 
厂的 扩张体，那么尺是厂的向童空_间.又多项式环尸也是厂 
的向量空间+ 

同有单位元的环一_ A 的交换律可由其他条件推得.也就 
是说定义1中条件不是独 : 立的 ■ 

由定义，我们有 

j0a=a0=0* 

再假如⑽= 0,那么4二0或 w = 0 f 因此当 u # Q 时，如果 au = bu ， 
那么 a =^ b . 

假如 V 是/ 的向童空间，如果 t / 是 K 的子群，又是 F 的向量 
空间，那么 t ； 叫做 V 的子空间.显然，一个零元形成一个子空间， 
叫做零空间 • 除自身及零空间外 ，不 含其他子空间的空间叫做既 

约空间. 

定义2假定…是厂的向量空间 V 中元，如果 F 
中有《个不完全是零的元 A 存在，使 

aiai+aa^+'^+iartWfl — O) , 

那么…，叫做关于 f 线性相关;如果象这样的元 
…，〜 不存在，也就是说上面那种关系只有 A , …,〜都是零时 
才成立，那么…，叫就叫做关于 f 线性无关 • 

F 向量空间中无穷多个元，如果其中某有穷个元关于 F 线性 
相关，那么它就叫做关于尸线性相关 i 否则，也就是说、，如果其中 
任意有穷个元关于 F 都是线性无关，那么它就叫做关于 P 线性无 
关. 

于是，若干个元，如果线性相关，那么它们之间有线性关系，如 
果线性无关，那么它们之间没有任 河线性 关系. 

以后引用上述定义时，如果不致引起混淆，为了简便，我们常 
常把其中“关于略去不写,只说线性相关、线性无关等 • 

我们很容易 知道氺 中一个元，只有琴元线性相关，任意非零 
元线性 无关. 假如 V 的子集是线性相关，那么其中至少有一元, 
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譬如可以用其中其他有穷个元 Ul . tti ，” •，队 ^的一次式表示， 
即 

- \- a M ^ t u n -i 冰，6尸1 

这时*我们又说未于⑴是〜的线性组合,或者说 
以关于 以与“^^見^钱性相关―反过来，假如《个元，其中 
有一元是其余元的线性组合、那么它们是线性 相关. 因牝，若干个 
元线性相关的必要充分条件是:其中至少有 一元是 其余有穷个元 
的线性组合 

定义3假定 V 是 F 的向量空间^中线性无关元的个数如 
果有最大数，这最大数，叫做 V 关于 F 的维斂，用记号 (V ; F ) 表 
示. 这对 V 又叫做关于 P 是 ( hF ) 维空间，或者筒称为是有穷 
的■如果 V 中线性无关元的个数没有最大数，那么 K 就叫做关于 
f 是无穷维空间，或者简称为无穷的.假如 X 是体 F 的扩张体， 
那么尺是开的向量空间 * 我们把 K 关于 f 的维数，又叫做尺关 
于 F 的次数. 

假定; F )= 〜那么1/中有 n 个元线性无关，并且任意多 
于《个的元 都是线 性柑关 • 如果〜，《 2 ，…，％是 V 中线性无关的 
«个元，《是 V 中任意元，那么《是心〜 …， 〜的线性组合，即 
u=aiU\+a 2 u z + —+a H u ni a i ^ ： F^ 

这表示显然又是唯一的. 

定义4假定 … ，…是 F 空间 K 中元 ， 如果 K 中任 
意元《可以用4，^，…， Un ，…中有穷个元的线性组合表示，那么 
K " W 2, …，… 叫做 K 关于 f 的生成元， V 关于 F 线性无关的生 
成元 i 叫做 V 关于 f 的基底. 

假如 Wl ，《 2 ，…， 《■是 K 关于 F 的基底,我们常常把1/写成 

V—Fu\-^F u t + … +Fi/ a . 

这时 V 中任意充麄移唯一地表为 Wl ，^， …的线性组合。 

于是，假如 1 那么 V 中任意 n 个线性无关的元都 

形成关于 F 的基底，因此，有穷维空间都有基底._般，引用冲恩 
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引理 ，我们 容易证明任意空间部有基底 

我们知道一个向置空间的基底木是唯一的，但是各个基底的 
元数是一致的.假如 v 有由 n 个元组成的关于 F 的基底 t 显然 

如果我们能 够钲明 ，这时 K 中任意《 个元线性相 
关，那么(V | F)=n， 因此基底的元数就是维数了.这就是说，各 
个基底的元数是相等的，它们都等于 维数. 要 证畹这 个性质 ，需要 
下面定理. 

定理1假定《个未定元…， A 的齐次线方程组 

m 

=0，卜1，2,… ， w ， 

中系数叫都是体 F 中元，并且那么在^中，这方程组有非 

零解 ■ 

证明我们对 m 用妇纳法来 证明. 

当时，定理显然成立.假定时定理成立，我们命 

J1 

人巧 = l ，2,… 

如果所有的％=0,定理显然成立 ■ 因此我们可以假设尹0.于 
是线性方程组 

1 = 0山=0,… 

的任意解都是线方程组 

的解，反过来也成立.但线方程组 

只有 n — 1个未定元…，^，方程的个数是历一1，由归纳法的假 
设，在 F 中，它有非零解為=來，~ 2 ,$于是 

工 i = 一心心㈣十… +G1A) ，： r z = a ” …， 心=<^， 

就是/,=0，&1，2,… ，⑴在 F 中的非琴解*定理得证， 

定理2假设 T 个元，…％是 V关于尸的基底，那么 K 
中任噱 n+1 个元关于 f 截性相关^ 
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证明假设巧也, …， 是 V 中任意个元， 

我们的问题是在^中能否有不完全为零的 《+i 个元~，心…， 

办-+|，使 

b ] + btv t 4 — h & J ( + it/ w+ i = 0* 

我们把这式写成 

H+l H+l Jj M 11 + 1 

2知 r = S 私 S 即《产 S ( S — 

/-I i-3 j-l i-1 

由定理 1 ，齐次线方程组 

«+1 

ZJx 成， ^CU^l ， 2,… ， ;2 ， 

ffml 

在 F 中有非零解，假如我们 挑选匕 ，&，…， Lh 就是这非零解，那么 
«+1 

Sk = 0, 因此…线性相关，所以定理成立^ 

于是我们有 

定理3 '的向置空间V关于 F 的基底的元数等于它的维数 
(V : F). 

譬如复数域是实数域的2维向置空间 Uw ' 是它的基底.四元 
数体是实数域的4维空间^ 是它的基底.全矩阵环厂是 

，的《 2 维空间，黾， …， 《，是它的基底，这里 A 是/;中/ 
行）列的元是 UF 的单位元> 其它都是零的《阶矩阵，多坱式环尸 
[工]是 F 的无穷维空间 ， l ， x , …，立"，…是它的基底 • 

下面是关于维数的 一个重 要关系 • 

定理4假如 V是体尺的向童空间, F 是X的子体，如果V 

关于 F 是有穷维的，那么V 关于尺 以及 K 关于 F 都是有穷维 

的 • 反过来，如果V关于/：是有穷维的，X关于 F 是有穷维的，那 

么V关于 F 也是有穷维的，再这三个维敖间有关系 

(V t F ) = iV ^ KUK t F ). 

证明 假如V 关于尸是有穷维，因为所以 V 关于尺 
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也是有穷维 • 再假定《是7中非零元，显然所有形的 
元组成 V 的子空间因为 V 关子 F 是有穷 f 所以关于 F 也 
是 有穷. 命¥，¥广*，<^»是关于 F 的基底，那么 

au — a^iu + a^wl - \-a m a m u > 


即 (a —( a 1 tt l + a 2 aj +'^+ a ,« G Jll )) M =0, 

于是 a ^ axai + a^z + ^^+ a ^. 

显然 《 n « 2 , …，〜关于 F 线性无关，所以 ttl ， w ■，〜是尺关于 F 
的基底，这就是说 * 政关于 F 是有穷的，因此定理的前段成立.下 
面我们来证明定理的后段. 

假如（ V :幻^〜并且…………是^关于/：的 基底; 
(iC * F)=m 而〜〜…〜是尺关于 F 的基底，那么 m/i 个元 


㈣ j ， / 3 ^ ， 2, •■- » 成 |/=1 …，《， 

是 v 中关于 f 线性无关的元.这是因为，如果 

I 

. * _ i , I m 

S 2(_卿产 S (S 峨) 《 ;=o ， f"e 尸， 


因为 《 u « z ，& 关于 k 线性末关，所以我们有 


2 qi _ = o ， y = i ，2,…，《, 

r*l • , 

又因为巧，巧 ，…，〜关于 /蟲线性无关，所以 


= ， m; ， 2，*" 


再假如《是7中任意元 ，因为 是 V 关于尺的基底，所以 

r 

a 



又因为力是 K 关于 F 的基底，所以 

m 

u 产 2 Mi 


因此 


a 


It *L M 

2 S 


这就是说， v 中任意元是 tVh 的线性组合,因此巧七是 V 关于尸 
的棊底，所以 (V : Fl ^ mn . 于是定理的后段成立 * 因此定理成 
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立. 

假如 (V :尸)=1，并且尸，那么 V = K 这是因为 J 中任 
意非零的元都是 V ，关于 P 的基底，因此如果我们取 F 的单位元 e 
做基底，那么 e ^ P , 于是由上面定理我们又得知，假如 V 
2尺 2 F ， 如果 ( V * F}^CK <尸），那么0^尺）=1，因此 
如果 (V : F ) = (V I K )， 那么 (A : iOal ， 因此 X 尹兄 

在定义1中中元〃与 F 中元〃的乘积我们是把^写在^ 
的左边，所以这时我们又叫 V 做 f 的左向量空间.假如我们把 f 
中元写在 F 中元的右边—我们就叫 V 做^的右向量空间，这財，上 
面的结果都能够同样证明一一成立- 

上面是介绍向量空间的基本概念和性质，大都是在线代数中 
所熟悉的.下面我们来介绍模. 

假如在向童空间定义1中，把体 F 换成环 R 或者说其中，不 
是体面 是环仏 把向量空间推广，我们就得到下面的重要 概念： 
定义 S 假定 M 是加群，及是环，如果 M 中元 m 与/?中元 r 
的乘积 m 仍在 A / 中，并且还满足下列条件，那么 M 叫做(左) /?- 
棋 

1 - ritfti + tm £ ) ~rm^ -\-rm l 
2, ■^-r 2 )m=r ] ffi +r 2 m 

3 - {r x n)m—r^rim). 

厂向 童空间 v 是模，假如 / e 是环，显然尺的加群 / e + 可以 
看成 左心棋 ，叫做 ie 的左模，用 M 表示.同样我们也有 / e 的 
右 fl - 模再任意交换群 G 可以看成是 Z - 模，这里 Z 是整数环. 

如果把 G 写成加群这是显然的，如果写成乘群，命，仍然有 
niab )^ iabY ^ a^^na * nb . 这样把交换环的理论纳入棋的理 

论，对环的某些理论的处理是比较方便的 

群有同态、同构，同样模也有同态、同构. 齿为 模的构造比群 
的要复杂些，与向量空间的基本 ★致. 所以模同态,同构比群的要 
求要 多些. 下面的定义是与向量空间的线性变换一致的. 
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定义6假定都是 A 模，〃是看成加群时的同 
态，如果 

也就是说当拆 — 《时 m — m ， 那么〃叫做模 M 到模 N 的同态■这 
时我们又说闻态.即 Af 〜；^当0又是双射时，叫 a 同构; 
这时 M.N 同构，即 M 二 N . 

同群，环 类似. 偎如在是心模 M 到 I 模 W 的同态，那么 M 

的象 MM > 是 W 的子棋4的同态核 keKM ) 是 M 的子棋 * 

上定义实际上是后面第六章的带算同态，带算同构.后面有 

较详的论述，这里就从略*下面作为一例. 

假定 M . N 都是 f 模， M 到 W 的所有模同态集合用 

Hqui r (M,N) 

表示，同§ 3. 3中一样是加群.显然其中不能有乘 
法，所以它不能成为环 * 但有可能成为 模因为 

时 <m)=d( 江 （ m)) 


所以 

如 （ m !+ 执 2 ) = a < K ?« i ) +时（》1 2 ), 

aa(rm)^a (r&(m))=arer(m)n 


当及是交换环时，我们有因此时是 M 的模同 
态，于是 aaeHoi ^( M ， AO , 这就是说偎如都是 i ?， 模，如果 
R 是交换环，那么 Hom R ( A /, N ) 也是及模， 

同向貴空间的子空间一样 * 偎如 W 是只棋 M 的子加群，同时 
又是 /?- 模，那么 W 叫做 P 的子模-^^的子模是沢的左理想，私 
的子模是及的右理想*同群一样，模也有商檁或夔模*只由_个 
零元组成的棋叫做零嫌，用0表示.任意模 M 都有0及 Af 自 
身这两个子模.只有这两个平凡子模的模，叫做单模. 假如及 -模 
M 是单棋，如果垆0,那么 A / 叫做既约楔，环 R 的左理想如果 
又是既约模，叫做 R 的既的左理想-环及有单位元时它的极小左 
理想是既约模，因此是只的既约左理想.再假如 M 是既约模*因 


为 KM 关0,所以 M = RM . 又如果那么这是因 
为如果 /^ r =0, 设 7 V ={« : r|n = 整数或0}，那么 iW =0. 于是# 
是财的子模，今所以 JV = M ，因此 AM =0. 这与对是既约 
的假设不合- 

定理 S 假定尺是环，那么是既约模的必要充分条件是 
尺是体 * 

证明假定沢是体，显然，又因为体没有异 
于零及自身的左理想，所以除零及自身外没有其它子模,因此 
A 是既约模.反过来， 假定# 是既 约义模 所以 
尺，于是工在犮中有解 * 所以沢是体证毕 

假定对是及-模，如果 rM =0， reR 时 r =0, 即及中任意非零 

的元不能零化那么 M 叫做忠实模 • 显然 

A(M)^lrlreR,rM=0} 

是及的理想，且 / UA /) * M =^0. 若 WAO ^ O , 则 M 即忠实模. 

假定 t 模对是既约模，如果及是单环，那么 M 是忠实模，这 
是因为 A ( M ) 是 A 的理想，如果那么 RA /=0, 这与 M 
是既约的假设不合，因此 d (AO = 0. 

定理 6 假定对是模，那么 M 是及=及一 A „( M ) 模，并且 
是忠实模. 

证明因为儿《(财） • A /=0, 所以 （ r + d ( Af )) Af = rAf , 因此 
^ 是尺 - 模；若「财 = 0,即 O + A ( M )) Af = rM ^=0, 則所 
以7=匕于是 M 是忠实 义模* 证毕. 

假定环/?有单位元1，并且1 • 那么於模 M 叫 

做 酉模. 同循环群类似，由 一个元 素生成的模叫做®坏棋.假如 
片模 财是循环模，如果 ft 有单位元，那么 

M~Rx— {rjrjrt A}- 

模的基底的概态与向量空间的一致.即 
定义 7 假定财是於模， uuen 是财的子集如果财中任 
意元 w 可以表为 
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m— 2. r m ,u„ ， r m ^：R 

^ I t 

并且这表示又是唯一的说是线性无关的，那么叫做 
m 的基底 • 

任意 /«- 模不一定有基底，譬如是有单位元的环是它的 
右零因子，那么循环模就没有基底 • 假如心模对有基底，那 
么 A / 叫做自由棋 • 自由棋也可同自由群同样定义:假定山 
ew 是非空集合，那么 

■ { 卜土尺，名七的只有有穷个 }. 

形成的模，叫做自由模，显然这两个定义是一致的 • 

每个自由 t 模能有不同基底，当 i ? 是有单位元的交换环时， 
有如向量空间，每个基底包含元素个数都一致.同 §2. 5定理6 
一样，任意 心模与 某自由义模的商模同构.其详见文献 [ 2 ]. 

习题 4* 1 


1- 循环群看戒匕模时是否是自由模? 


§以代 数 


代数也可以说是来自向量空间或来自模. 

假定域 F 的向量空间4是环，并且 

I 

( 1 ) a(uv)~ (au)v—u(av)^a^F 9 u 9 v^A^ 

那么 d 叫做尸 的代数 ，或简单地叫 做代数 ^叫做它的基础域. 
因此 a 是獮足条件 < i ) 的酉代数是体时又叫做可除代数. 
假如 d 是 f 的《维向量空间，那么 a 叫做，的》次代斂 . 

譬如，高斯数域是有理数域的2次可除代数，复数域是实数域 
的2次可除 代数， 四元数体是实数域的4次可除代数 * 假如 G 是 
" 元群，癉么群环 F [ G ] 是域 F 的 n 次代数，全矩阵环^是 F 的 
^次代数.假定环及的中心 Z 是体，那么及是 Z 或者是 Z 的子 
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域的代数，因此，任一体可以看成是它的中心的可除代数 • 

代数是一类特殊环.代数与环的主要差别在它们的加群，环 
的加群只是交换环，而代数的加群是域 ^ 模并且是 酉模. 

要注意的是，代数不一定包含它的基础域，也就是说， F 的代 
数 A 不一定包含假如4有单位元^如果因为 

au = ( au ) e = u ( ae)=ua 

所以厂在4的中心中，如果 FSEi 显然 A 中所有形如 

的元组成的子域^与 F 同构，由§ 3.3 的挖补定理，我们可 
以把 A 换成 厂因此 J ^ A . 这就是说，有单位元的代数包含它的 
基础域，'并且基础域在它的中心之中. 

假定4是 F 的代数，如果方是 A 的子环，并且又是 F 的代 
数，那么 S 叫做 A 的子代数.代数4的子代数如果又是把 A 看 
成环时的理想，就叫做代数4的理想，要注意的是，代数4的理想 
与把 A 只看成环时的理想是有区别的，前者还要求它是子代数， 
当4有单位元时，两者是一致的- 

代数 A 除零及自身外没有其它理想，并且 A 2 关0时，叫做单 
代数. 因为 W 是4的理想》所以 A 2 = A ，这就是说 A 是单代数时 
义 二儿 显然可除代数是单代数,但单代数不一定是可除代数.譬 
如全矩阵代数是单代数 （ § U ， 但不是可除代教. 

定理1有穷次代数是可除代数的必要充分条件是它是无零 
因子环+ 

证明定理的必要性是显然的 * 下面只证明充分性. 

假定 

«(爹0)，沒是 A 中任意元，因为 Z 是无零因子环 ， Ul ，…， a 是華 
底，所以叫，…，叫 ( 也是基底，宁是 

卢= ^ / a i iau i ) = a ^ t a l u t - t 

所以似=沒在 A 中有解，因此4 是体. 定理证毕. 
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假定 


A = Fu ]- i -*^+ Fu n 

是^的《次代数，由(1)，我们有 


( 2 ) 

命 

(3) 

因为 


(att)(6i/) = tab 、 uv ， 

_m__ n ■ 

凡卜 2 响(吣 屮)， 

r— 1 


n 

tiiU f = 2 cfpu r ， cfeT ， 


«,(«；«>)= 2 = 2 ^ S J «i 


| te J J 

所以 

B 1 

(4) 

J =1 叫 

度过来，假如向量空苘 4=^^ 十… + A .， 其中任意两元 

的乘积是由 （2) 式来规定.并且(3>式中珞>又适合(4〕式， 
我们容易证明 A 是 F 的代数. 

于是代数 A 的构造由 F 中造合 U ) 式的 Y 个元 cf 唯一决 
定，所以 又叫做 A 的构造元素 ■ 


一个已知域的代数如何确定也棘是说其构造如何*是代数的 
主要问题之一.显然复数域的有穷次可除代数仍然是复数域，下 
面我们来讨论实数域的可除代数的构造. 


我们知道实数螭，复数域及四元数体分别是实数域的1次、2 
次及4次可除代数.但是实数域的可除代数是否只有这三类. 


18 77 年弗罗宾纽斯解答了这问题 * 下面躭是著名的弗罗宾纽斯 
定理 * 


定理 2 实数域的可除代数只有实数域，复数域及四元数体 
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三类 ■ 

证明假设 F 是实数域， K 是 F 的《次可除代数 t 如果《 = 
1，那么尺= 厂也 就是说，这时 A ： 是实数域- 

如果 n>l ， 那么 K 中有不是实数的数《，这《当然是 F 的代 
数元.因为刊>]中既约多项式的次数是1或也而•不在 尸中， 
所以门>]中〃适合的既约多项式的次数是 2. 我们假定这既约多 
项式是 

^+^+9-0^^ 都是实数， 

因为它没有实根，所以穿一¥>0,命 

pt 

是实数 • 

那么 X 中元 

满足0 = 即 I 满足既约多项式/= 一1+于是 FG ) 是 F 的2 
次体.如果 n =2, 那么因为 F (0 显然与复数域同构，所 
以这时 K 是复数域. 

如果《>2,我们来证明 K 中包含有四元数体.因为这时 K 
中除 FG ) 外还有元素，同上面一样，假定 >。是其中一元，那么 
一 1. 下面我们来袜算仏及 JV . 因为尺中任意元是 FDr ] 中2次 
多项式的零点，当然|+>。，卜心也是如此.于是我们有 

(1) |0'+>o) 2 --2+u 0 +jV=^0 ， +>o)+^» 

1 (，■ 一 Jo) 2 = - 2 - 0 。 — jV=C ((—> 0 ) +d, 

这里都是实数，将上面两式相加，即得 

— 4 = (a+r)/+ —c)jQ + Cb-\-d). 

因为）。不在 FCO 中，所以 , 人关于 F 线性无关,因此 

a + c ~ 0 f a — c — 0 . 

于是 《a = 0， r =0. 所以，由 （1) 中第一式即得 

(2) 仏■(占 +2). 

再根据 (2) 式，我们来求四元数体中的 > 命/=、+打，则有 
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ij f +j T i = i{j 0 +tO + (j Q +ti)i=ij 0 +j 0 t-2t — 0, 

但 

f z ^- l + Kij a + jt , n - t 2 ^- l + t 2 
必须是一个负数 t 即 / ^< p ， 因为不如此， / 是实数，那么 M ，入就 
线性相关，这与偎课不合.命是实数，我们就有 



这时， / = — 1，并且 +/ f +) = 0, 即 

o 

▼ 

• 4 P _ 

I 尸一力， 

设*得>_=夂再由计算容易得知 

是 2 = —— 1 ^ki^—ik=j^jk — —— Jkj = i , 

又 1，~， A 线性无关，这是因为，如果 

k = a + bi + cj t a ^ b 9 c 是实数， 

用 f 左乘，即得 

~ j — di — b -^ ck — ai ^ b -^ cia + bi -^ cj 1 ) 

= ca — b ~ {- C ^+ Af ) i +.^ V - 

因为1 ，r ， i 线性无关，所以 — 1，这与 r 是实数的假设不合.因 
此， jc 含有由所有 is 元数组成的四元 
数体做它的子体 ，如果 《 = 那么 K 就是四元数体 - 

最后，我们来证明《< 4 *假如《> 4 ,那么 K 中又有元尸 = 
一 1，并且它与 〗 ，~， A 线性 无关. 同 (2) 式一样 ，我 们有 

it ~ Hi = a ， j !~ Hj = b ， kt ~ Hk = c ， a ， b，c 是实数， 

于是 

lh = — i(b —— bi+ijl 

«• 

— aj^bi + kl = aj — bt + c — lk , 

因此 幻一况 +c= 2 化用; fe 右乘，即得 

ai+bj ~^ ck — — 2 l - 

这与 “ i ， k ， l 线性无关的假设不合，所以〃不能大于4， 

于是定理完全得证 • 
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此外， 1932 年並尔伯蛻 （ A , A . Albert ， 1905〜）及哈绥 （R 
HaweW 兆〜）曾证明 A 关于代数体的可除代数是正规可除代 
数' 再1933年曾炯之(〗肋 6 〜1叫0)曾证明，函数体 DU ) 的可除 
代数只有 DCr ) 自身 [4] .这些都是童要的构造定理- 

在代数中，假如把它的乘法结合律这个条件挖去，那么它就叫 
做非结合代数， ® 此，非结合代数虽然对乘法也是闭合的，但不再 
是环了.与这相应，上面我们介绍的代数，囱为它满足乘法结合 
律，所以，我们又常常叫它做结合代数. 

假定 A 是非结合代数，对于 A 中任意元 ihc ， 如果 

ab — ba ^ Ca t b ) a = a 2 ( ba ) ^ 

那么，4叫做约当0\ JordanUSO 2 〜 ） 代数 f 如果 

ab = —ha t a ( dc ) - h ^( ca )+ c ( ad ) = 0 t 

那么 A 叫做李 ( M , S , Lie ，1842 〜18的)代数.如果 

a l b — a ( ab )，6 a 2 =^ ( ba^a 

那么 4 叫做交错代数，显然结合代数是 交错. 反过来不一定成 
立，这些都是在非结合代数中，目前性质知道得比较多的代数⑴. 

习题 4,2 

h 试证 £, W ，）=1,2, …, n ) 是全矩阵代数&关于/■的底. 

试证 F 的代数的中心仍然是 F 的代数， 

3 .试用§ 3 . 4 习题 3 证明： 任意没有单位元的代数能够嵌人于有单位元 
的代数. 

^假如单环及关于它的中心是有穷维，试证中任意正則元都是可逆 
元- 

5 . 试证1次代数是结合代数. 

6 . 假定 A 是结合代数，其中任意两元的乘积化如果用 a ^ b = ab -{- 

* 假如 A 是域 F 有单位元的代数，如果/■是 A 的中心.那么 A 叫做 F 
的正规代数.正規代数是可除代数时，叫做正规可除代数.因此四元数体是 
实数域的正规可除代数* 
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ba 代替 • 那么 A 是约当代数 f 如果 4 对乘法不是交換，以用—如代 
替，那么 A 就是李代数 ■ 
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第 5 章 
域 论 


体的基本慨念在前面已简单介绍，这章将详細讨论交换体即 
域的构造.因为任一体可以看成为它的子体的扩张体，，它可以由 
子体添加若干无扩张而成，所以我们讨论体的构造从扩张入手，先 
讨论代教扩张体，再讨论超越扩张体，我们的重点在代教扩张体而 
且以有穷的为主. 

关于域的构造，斯太尼兹 ( E . Steinitz ， 1871 〜] 928) 于 1910 年 
在 Crelle 杂志上发表长达142页的论文，全面地系统地详加论 
述 *1930 年这长篇论文另发衧单行本，是域论的经典 著作 ⑴ .1952 
年斯那泼尔 （ E . Snapper ， 1913 〜）曾把斯太尼兹这套理论应用到 

完全准质环*上，建立了完全准质环的构造，读者如有余力，可参 
考文献 [2]. 

要注意的是这里讲的只是域的结构 ，一 般体虽然是域的自然 
推广，但它的性质除某些特殊情况的外，一般的都非常复杂⑴.再 
体在一般代教中所起的作用远不及域在交换代教中那样重要，目 
前的议论也不多，在本书中当然从略， 


* 一个交换环如果有单位元，并且它的根基是极大理想，它就叫做完全 
准质环.也就是说，假翗交换却有单位元， I )是它的根基,如果及一乃成 
体，那么就是完全准质环.显然，体是完全准质环. 
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§ 5* 1添 加 

我们知道，假定 K 是一般体，尺的子集，对于 K 的两种结合 
法如果形成为体，就叫做 K 的子体.这时尺又叫/'的扩张体 
可以看成为自身的 子体. 由 §2. 2,我们又知道，的子集 F 成为 
子体的必要充分条件是： 

VF 含有非零的元； 

假如心办 eF ， 那么并且当 A 乒0时 ,^ rTfr 

假如 尺是体 F 的扩张体上是 / C 的子体，并且又是 F 的扩张 

体，即那么 Z 叫做 X ， F 的中间体.假如 M 是尺的子 

集，显然在的中间体中存在着包含 M 的中间体，因为 / C 自 

身就是这样的一个中间体 • 在的中间体中，所有包含 M 的 

交集又是包含 M 的中间体，因此它就是 K 中包含 f 及 Af 的最小 

子体，这体我们用 F (财)来表示，叫做 F 添加 M 扩张 的体‘当 M 

= {« 〆 •，，《,}时,我们又用记号 F ( Wl ，… ，〜)表示，在 §3.5 中，环 

的添加是用方括弧表示，这里体的添加我们用@括弧.显然， 

FQF<MdF(K)=K, 




F{M^b\ 

我们知道》\把)包含 F 及况的元，因此包含 F 中元与 M 中 
元的一切有理结合(加，减，乘，除) • 但所有这些有理络合的元自 
身显然形成为一个体，因为它包含 f 及 M ， 所以它就是 f ( Af ), 这 
就是说 /( 把)是由尸中元与 A / 中元的一切有理结合的元形成的 
体*当&是域时中元就是系数是 F 中元的 M 中元的有理 
函数，因此也是域. 

因为在 f 中元与财中元的任一有理结合中， M 中元只出现 
有穷个，所以 FiM ^ 中任意元包含在 M 的某有 穷子集 W 的添加 F 
( W ) 中，因此 f ( M ) 是若干个有穷集添加的并集.这也就是说，任 
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意集的添加可以由有穷集添加的并集而成 • 

再假如 ， M 2 是 K 的子集，显然 

fXM 1 XM t ) = F(Af 3 )(A/i), 

又 

这是因为，尸 (^ U 恥）包含尸及从，鸠，于是也包含尸 ( M ) 及 
M 2 ，因此包含山所以反过 
来, F ( M )( M ) 包含八私）及抓，于是它也包含 F 及竓 UWm 因 
此 WA ^ CA ^ DFO ^ UA ^). 所以尸 
于是我们得知， 

/^(c ^ ，… — F(a^ , 

即有穷集的添加可以由有穷多回陆续添加一个元而成，因此一个 
元的添加如果研究清楚了，那么任意集的添加也可以说基本上清 
楚了. 所以一个元的添 加是* 基本的，我们叫它做单扩张 * 假如 
K 墨 F 的单扩张体，尺 ( a ), 这 a 又叫 K 关于 F 的本原元 * 

§5.2 质域、特征数 

因为我们讨论体的构造是由子体的添加人手，所以我们首先 
来讨论体的最小子体，即所谓质体的构造. 

同讨论群、环 、模 时一样，体尺的所有子体(包含自身)的交集 
仍然是子体.这子体显然除自身外不再包含其他子体. 象 这样只 
有自身做子体的体 ，叫做 质体. 因此 * 任意体都含有质体做子体 . 

再假如£有两个互异的质子体心 ，匕 ，因为 A (15 也成为 
体，所以 C 2 就有异于自考的子体，这与 A ，尺是质体的假设不 
合，因此，在 K 的子体中是质体的只有唯一个，于是我们得到 
定理1任意体包含一个而且只一个质体. 

单位元群是只有自身做子群的群 * 由零元组成的环是只有自 
身做子环的环，任意群包含单 位元群 ，任意环也包含零元组成的 
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环.在这点上，质体与单位元群、薄元组瑀的环类似. 

我们容易得知，有理数体 Q 是质体，整数环 Z 关于质数户的 
同余环‘ =z™(/0 也是质体.下面 ，我们 来证明它的逆，即质体 
只有这两种类型. 

假如 f 是质体4是它的单位元，那么 

(1) …，一&，一赶，0,石， 2 c ， … 

都是 F 中元， 它们形成整环 E ，结合 法是： 

me+ne^=(m+n)efme * 

同§ 2. 2中讨论循环群的构造一样，下面分两种情形来讨论 

1. 假如（ 】 ）中元互不相等，也就是说当狀= 0时, = 那么 
R 与整数环 z 同构，但 z 的分式域是有理数域因此及的分式 
域也就与有理数域 Q 同构，这就是说， F 含有与 Q 同构的子域，所 
以这时 

A 假如 (1) 中元有相等的，也就畢说，有非零的整数 m 适合 
= 0. 假如 A 是适合的最小正整数，那么 f 是质数，这是因 
为，如果^> = ，那么 

pe — mne^me * r/^ = 0, 

因此 me = 0 或” f ==0, 这与/>是最小的性质不合.同§ 2. 2中一 
样， （1) 中任意元与 

0 ， f ， … Ap^})e 

中某一元相等，由§ 3. 2 ,我们得知这 > 个元形成一个域，它与$ 
同构-这就是说 F 有与$同构的子域，所以这时 

一个体，它的单位元 e 的任意倍如果都异于零》如第1种情 
形，我们叫这体的特征数是零.如果 e 的某质数多倍是零，如第2 
种情形，我们就叫这体的特征数是 > 假如我们把体看成加群，如 
果它的单位元 e 的阶是无穷，那么它的特征数就是零;如果 e 的阶 
是有穷，并且是某质数 h 那么它的特征数就身> 

譬如有理数域、实数域、复数域及四元数体的特征数都是零， 
面 &的特 征数是 A 
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引用特征数这个概念，由上面的讨论，我们得到 

定理2质体的特征数如果是零，它与有理数域 Q 同构，如果 
是沁它与整数环 Z 关于(/0的同余环 Z — （ f ) 同构- 

假定，是体 K 的子体，因为 F 的单位元就是 / C 的单位元.所 
以的特征数与 K 的特征数一致 • 这 就是说，体与它的子体的特 
征数是相等的，或者说它们的质体是一致的. 

显然质体是域，因此质体也叫做质域.再一个体的质域包含 
在它的中心之中* 

待征数这概念是体的 一个重 要概念，它对于体的构造有决定 
性的作用.下面我们再来讨论它的基本性质. 

假定 a 是体 K 中任童非零的元^是整数，/:的特征数如果 
是零，那么由邮-=0,我们就有如 * ^^^ = 0. 所以 = 因此这 
时加=0的必要充分条件是 n = Q ， K 的特征数如果是户，那么 
—p^ # 假如 na = 0, 同 § 2* 2中 一 样 T 由 n = gp+r^na — qpa 

+ra = 0, 我们就有所以 n ^ Oip ). 因此这时 na ^ O 的必要充 
分条件是〃安0(/0. _般，当 K 的特征数是零时, = 的必要 
充分条件是.当 K 的特征数是沪 ^. ma ^ na 的必要充分条 
件是 

于是，体 K 的特征数如果是零，那么 K 中任意非零元的任意 
倍都异于零，如果是 h 那么式中任童元的/>倍都是零，因此特 
征数根据定义虽然是单位元的性质，但它也是体中任意元的公共 
性质* 

普通代数中讨论的数是实数或复数，它们都是在特征数为零 
的体中.在特征数是户的体中，有些运箅規则就与普通不同,下面 
的公式就是普通代数中所不允许的. 

定理3假设域 K 的特征数是户，而是其中任意两元*那 

么 

证明因为 K 是域,我们有 
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式中 




^__pip—1)*^( fi—i+1) 


，1«声一 1. 


因为 Cf 是整数; 其中户 又不能消去，所以 Cf 能够用户整除，即 Cf 
二0(/0,于是 

再因为 

所以 ia - by ^ a p - b ^, 

定理证毕- 

1963年卡斯拉 (S. C^slar) 证明了上定理的逆，即假如体X的 
特征数是 h 如果对于 K 中任意元心心我们有 
那么&是域因此特柾数是 f 的体是域的必要充分条件 是:对 
于其中任意元《人有 + 

因为体的特征数又是把体看成加群时其中任意非零元的阶 
数，环也可看作为加群 T 所以我们可以把特征数这个概念推广到环 
上面来 • 这样得出下面的概念. 

环及看成加群时，各元的阶数中如果没有最大数，我们就说 
R 的特征数是零;如果最大数是正数 m ， 我们躭说 R 的特征数是 
^因此，假如 /e 有单位元^当^的阶是无穷时，显然这时 A 的特 
征数 是仏当 e 的阶数是 m 时，因为对于 R 中任意元心 

ma^miea) — (me)a = 0 • a = 0 f 

也就是说，任意元的阶数不大于撕，所以这时 A 的特征数是 m •于 
是，有单位元坏的特征数概念也可以同体一样来定义 

假如及是无零因子环， a，6 是其中非零的两元，那么由邮= 
0,我们就有^^=0,这是因为 

而07^，所以 mb = 0 . 这就是说，在无零因子环中，所有非零元的 
阶数是一致的.因此，无零因子环的特征数就是其中所有非零元 
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的公共阶数 * 再我们又容易得知，无零因子环的特徳数同体的特 
征数一样，或是零，或者是质数. 

要注意的是，体的特 g 沪 有性质卹=0,由§ 2. 2习题5,显 
然环的特征数 m 也有性质^ = 0,再体的特征数与它的子体的特 
征数相同，对环就不一定+譬如在§ 3. 4习题3中,<及，2)的特征 
数是0,假如的特征 数是声 ，那么(及，2)的特征数与子环 及的就 
不同- 

习题 5. 2 

1- 假定 F 是体尺的质域，试证 A 是 K 的中心的子体. 

2 . 试求 2[^]— （1 + 0 的特征数.这里是高斯数环. 

3-假设域 K 的特征数是 / n 试证 

- = ^ -haf + … + 尺， 

>-1 

假定在特怔寒是声的许 5 中，任意元满足多项式 / — 试 

K=Z—(p、- 

^ 试证布尔环是交换环，并证明它的特征数是 2 - 
6 . 插定 尺是体，户是质数，如果对于 jc 中任意元 a j 总有 ( a + 
办)心乂+那么 p 是 k 的特征数. 

§5.3 单扩张域 

因为任意域可以从质域的添加而成，而质域的构造已经澝楚， 
因此现在就需要讨论单扩张域了. 

前面两节的讨论是对一般体而言，这节讨论的体都是域.下 
面，我们来讨论域 广的单 扩张域的构造. 

假设 F 是域4是一个元，因为要求是域，所以 a 与 F 中 
任意元能够交换，于是 fu ) 包含由所有《的多项式 
匕组成的环 A 这环因为在体中，所以是整环.因此，如果/?成 
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体,那么及犹是所求的尸 U )， 如果丑不成体，那么 A 的分式域就 
是 FU ). 

我们把及与多项式环 nw 来比较 • 显然对应 

S ㈣ 

是 Fl >] 到 / e 上的同态.由 §3.6 定理6,我们有 

这里^是同态核，它是由 f 中所有以《为零点的多项式组成 
的理想 • 假如中除零元外，没有以 a 为零点的多项式，那么 
W = 假如 / U ) 是 FO ] 中以 a 为零点次数最低的多项式，因为 
打^]是主理想环，所以 (/ Or )). 

1. 当时， 

Rc^F\_jc2r 

因此及的分式域就是 FU ). 但 i ? 的分式域与 ^[： r ] 的分式域同 
构，而 F [ x ] 的分式域是由未定元 X ，系数是 F 中元的所有有理函 
数形成的有理函数域 FOr ) ，所以这时单扩张域与有理函数 
域同构* 

2 -当 JV =(/ U ))^, 因为及是整环，所以 / U ) 是既约多项 
式,于是由§ 3 . 9定理6, （/ U )) 是极大理想，再由§ 3. 8定理 I ， 
— (/ G )) 是域，因此 丑 也是域 ，所 以这时及=^«]就是单扩 
张域尸(从 

当 W = 0 时， a 是 F 的超越元，因此⑷叫做 f 的超越单扩 
张域-§ 3 . 5 中多项式环 ZfU ；] 也可说是环及的超越单扩张环. 
当 W =(/ Or )) 时4是 F 的代数元，因此 FU ) 叫做 f 的代載单扩 
张域. 这时》1^]中《适合的最低次数多项式 /( x ) 的次数又叫做 
o 关于 F 的次数，根据欧氏法式，我们不难得知， / U ) 除相伴的外 
是唯一的*再我们还可以假定 / Cr ) 的次数大于1，因为如果 M 

= 那么 = — jeA 因此'引用这定义，由上面 
的讨论，我们有 
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走理1假定 f 是域，《是元，如果《是 f 的超越元，那么， 
的超越单扩张域 >’(《) 与未定元^的有理函数域同 构:’ 

如果《是尸的代数元，并且《是 Ftr ] 中既约多项式 / Gr ) 的零点, 
那么 F 的代数单扩张域八<0与 Fix ']- (/ Or )) 同构： 

F 00 二 Ff >]— (/⑴乂 

于是,超越单扩张域 FG ) 中任意元是 o 的有理函数，它的运 
算法则与把。看成未定元^时的有理函数运算法则一样.代数单 
扩张域就是多项式环 F |>]， 假如 a 适合的既约多项式 /( x ) 

n * 

= 2*3 〆 ，因为 〆 = — + … + A _ 1 ar n ， ] )， 所以 f ( a ) 中 

■ —1 

任意元可以表为的形状，并且这种表示又是唯一的, 

i-^0 

这是因为，如果 

fl —1 j « — 1 

2表 a 

rt—1 

那么 y ] (印一表) 

i=^ 

但 《 的次数是《，所以“不能适合 fo ] 中次数小于 《 的多项式，因 
此印 = d .“ = 0, …， rt — l . 这就是说, f * u ) 是由次数小于„的„的所 
有多项式形成的体，它的运算法则与把 a 看成为未定元 a 时的多 
项式的运算法则一样，只是当运算的结果是次数不小于 w 的 0 的 

多项式时，我们要引用 /(W = 0 把它化为的形状，或者说， 

imQ 

把 o 看成为 z 时， /( a ) 中元的运算法则与^ >] 中多项式的一样， 
只是我们要对 / Or ) 取同余式就是了. 

I 

訾如 Q 是有理数域， a = VT ， 那么 QC ^) 中任意元可以唯 
—地表为 a +彡^"， 这里 ad 是有理数.例如， 

3 + 5 VT __ (2+5 v^g") (4-V2~) 1 17 ^ 

4 + VT —— — " = Y + 
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单扩张域 K = f ，当〃是超越元时，它关于 F 的次数是无 
穷；当《是《次代数元时，因为1，是 K 关于 f 的基底， 
所以它的次数是〜 SP(K : F )= n . 

—般添加叫 * …，久于域 F 扩张的域，… ，〜) 也可以闻样 
求得.因为添如 A ，…，仏于/ I 扩张的域就是每回添加一元陆续 
添加 A ，…，〜于，扩张 的域. 因为我们考虑的是域，当〜 +•• a 
都是 F 的超越元时,八〜 …乂） 中任意示是系数*厂屮元的〜 
… A 的有理 函数; 当〜… A 都是 F 的代数元时… ， o 中 
任章元是系数是 F 中元的 h 的多项式 * r 

现在 ，我们 来讨论两个单扩张域之间的关系，为了更好地说 
明，我们引进一个新概念* 

定义假如都是体 F 的扩张 体/是 / C 到 r 上的同 
构，如杲 

<j(a) —a ， a& F\ 

也就是说 w 不使 F 中任意元变动，那么 a 叫做/：，广关于 F 的同 
值映射，这时又叫做关于 F 同值. 

餮如 a + h—a — 是实数 t 就是复数域关于实数域的自 

同值- 

假如厂00，^/9)是 f 的超越单扩张域，因为 F ⑷， f (的与 
不只都是同构，而且关于/'又都是同值，因此 F 00, 以的关 
于 F 同值，它们的同值映射是 

/m jm 

g < o ) 〆 卢）’ 

它不使 F 中任意元变动并且把 a 变为疼 

假如 FW /(/?) 是 f 的代数单扩张域,并且是 F [>] 中 
同一个《次既约多项式 / U ) 的 零点. 因为这时/ ㈤ 与 f (⑴中 

任意元可以分别写成我们容易知道 
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就是它们的同构映射，这映射不使 F 中任意元变动，并且把 a 变 
为 A 因此与 F (陳于 F 同值. 

由上面的讨论，我们得 

定理2假设 F ( a ) 是域 F 的单扩张域，如果〜都是 

F 的起越元，那么关于尸同值 f 如果它们都是 F 的代 
数元，并且又都是^1>]中同二既约多项式的零点，那么 FU)， 
关于 F 同值，上面这两种同值都有不使 F 中任意元变动而 
把《变为尹的同值映射 * 

这也是说，把中 / U ) 的两个零点添加于 F 得到的 
两个单扩张是一致(同 构〉 的. 

我们知道，代数单扩张域的本原元不是唯一的，所以代数单扩 
张 F(a)j’M) 关于 F 同值时，《，於不一定就是 FDr] 中同一 既约多 
项式的零点.因此它们的同值映射不一定就把 a 变为士 譬如 e 
是有理数域，因为 QCVY) =Q(2 vl)， 当然 Q(VT), 

Q(2 VY) 关于 Q 同值，但不是 Qj>] 中同一既约多项 
式的零点，因此它们没有把 vl 变为 2W 的自同值映射.但是 
如果 a 在的象是 Y ，那么 fU ) 上于是 ( FiV ) : 

; 厂），因为，沒），所以这就是 
说，^(幻有这样的本原元〆，它是 Fb] 中 o 适合的既约多项式的 
零点_ 

在§ 2 . 4中，我们介绍了群的共轭元及共轭子群的概念，在体 
中我们也有_这类似的概念. 

假定尺是 f 的扩 张体， /：:，尺 2 是尺^的中间体，如果它们关 
于，同值，那么心，&就叫做关于 f 共板，有时尺,，&也叫做关 
于 f 的共轭体， 这时&中元〜 在尺 2 中的象七，叫做％关于 F 的 
共轭元，而又叫做关于 F 共锭.因此 F 中元与自身共轭， 
再从定理 2 , 我们容易得知域 F 的任愈两个超越元是 F 的共轭元； 
F 的代数元成为共轭的必要充分条件是它们为 Fb] 中同一既约 
多项式的零点. 
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上面介绍代数单扩张域的构造时，是已给出 〜其实 
FM 只与《适合的既约多项式 /(x) 有关，《不过是一个记号而 
已.因此，只要已知/(X)，并不需要求出 h 我们同样可以求得 
尸 00* 这样，我们又得到包含 /U) 零点的 f 扩张域 ■ 

我们从 FDr] —(/U)) 来做出所求的〆 (a). 我们知道， 

—(/U)) 中元是 FO] 中 (/U )) 的同余类.当时，如果 a 
科，显然的 ^(/U ))， 因此所以 FO ] —(/&)) 中所有八 
中元所在的同余类组成与 F 同构的子体.引用 §3. 3的挖补定 
理，我们就得到包含 F 并且与 (/&)> 同构 的域厂 再因 
为 /(W 的次数大于1,所以在体 K 中， x 所在的同余类5不是 F 
中元，我们用《来代替同余类 5. 这样, K 就是由系数是 F 中元的 
«的多项式组成的体，它包含《及 P 并且与 FOr]— (/Or)) 同构. 
我打假定 /&) =，那么在 FU ]—(/ Or)) 中， 

八工 ) = 2 a 〆 = JJa r y = 0, 

当〜代替 id 代替5时，我们就有 = 这就是说，在 K 中 

就是 /U) 的零点，所以 尺就是 代数单扩张域 fU). 

于是我们有 

定理3假定 F 是域， /&) 是 fb] 中既约多项式，那就存在 
与 F[x] — (/Or)) 同构的 F 代数单扩张域 FU)， 其中 a 是 /U) 的 
一个零点- 

要注意的是 | 定理中所谓的零点《只是一个记号，它只是代表 

— (/U)) 中 z 所在的同余类 i 而已. 

由上定理我们得知， FU] 中任意既约多项式/(:^在/的扩 

张域 F [：^- CfU )) 中有零点〜这与§ 3. 10中代数基本定理类 

似 .一般 就是下面是关于多项式零点 的克罗纳克尔 （ L . 
Kroilecker 1823 〜 1891 )定理- 

定理 4 假如 / Or ) 是多项式环，[: r ] 中多项式，那么在域 F 
的扩张域中，存在着包含 /U) 的零点的域. 
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证明假设 〆文)是 /<x) 在 FU] 中的既约因式，那么把〆 d 
的零点《添加于 F 得到的与 FM - 化&))同构的单扩张域^00 
就是所 求的域，因此定理成立. 

假如 Fb] 中任意多项式的零点都在 F 中，那么 F 叫做代数 
闭域，因此，如果 F 是代数闭域 * 那么 FO] 中任意既约多项式的 
次数都是于是添加 F 的任意代数元于 F 得到的扩张域仍然是 
^自身，也就是说，这时 F 不能够再用代数扩张来扩大■譬如复 
数域就是代数闭域 * 这是因为根据代数基本定理，任意系数是复数 
的多项式的零点仍是复数，因此复数域不能再用代数扩张来扩 
大* 

引用冲恩引理，我们不难证明任意域可以代数扩张成为代数 
闭域，并且域 f 的代数闭域关于 F 同值 [s] . 

代数基本定理是以复数域为基础 ，定理 4是以抽象的代数域 
为基础，由于抽象系统的出现，代数基本定理渐失去原有地位，复 
数域也被代数闭域所代替. 

习题 5* 3 

1. 俄如 o 是切>2中既约多項式一 k 十7的零点，试把 

1—?g+2^ 

1 十 tr—a z 

写成 C 的多项式，这里 Q 是有理数域. 

2. 试求中元】 + w +^ yr 的逆元. 

假定 Q 是有理数壤，试证 QQ[d —( P +1). 

假如/ " 是实数域， a 是跣约多项式 f (:= / + 1 + 1的零点，求作代 
数单扩张域 F 00 ， 并且在 FOr ) 中分解为既约因式的乘积. 

5 . 假如 F 是特桩 数为/«的质域， _ r 是未定元，尺 = FGr ), 试求将既约多 
项式 V — z 的一零点 d 女添加干尺得的扩张域尺00,并且在中分解 

6. 假如是 F [ x ] 中的多项式，并且户(龙)是既约的,如果在 F 
的扩张域尺中，有公共零点，试证/(：^能够用 〆 y 整除 ^ 
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7- «如多項式坏 F [ d ] 是域 * 那么 PM 是 F 的代数单扩张域- 

§5.4 代数扩张体 


前面介箱了扩张体的基本概念及基本性质 * 并且讨论了单扩 
张域的构造 • 此后各节是讨论一般扩张体的构造，主要是代数扩 
张域的构造 * 

假如 尺是域 f 的扩张体，(尺 I 是尺中任意元，那么 

n+l 个元 

1 ， G ，…， V 

线性相关，因此 

Co+£\a+*^+c m cT^O f 

所以《是多项式 

f(j[^^Co+CiX+^^+€ m ^ 

的 零点. 这就是说， K 中任意元都是 f 的代数元*如这样的 f 扩 
张体，其中任意元都是 K 的代数元时，叫做 f 的代数扩张体或 F 
的代数体的扩张体如果不是代数扩张体*就叫做 F 的趄越扩 
张体，或 f 的趄越体，代数体如果是域*叫做代数域，超越体如果 
是域 * 叫做超越域. 

譬如，复数域是实数域的代数域，实数域是有理数域的超越 
域， F 的超越单扩张域是 F 的超越域 • 

根据上面的讨论1我们有 

定理1体 f 的有穷次扩张体是 f 的代数体. 

于是*域^的代数单扩张域是 f 的代数域.一般，假如 
都是 F 的代数元，因为 F 的代数元也是 F 的扩张体的代 
数元，由§ 4. 1定理4,我们不难得知域八……心)是 f 的有穷 
次域 t 因此它是 F 的代数域，这就是说，由代数元扩张的域是代数 
域.所以，在 f 的扩张域中,^的代数元的和、差、积、商仍然是厂 
的代数元， 
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假如域尺对于它的子域 F 的次数是有穷，那么在 K 中存在 
着有穷个充巧，…，〜，使得 ^=^(4 

要注意的是，定理1的逆不成立，即 F 讷代数域不一定是 f 
的有穷 次域.譬如，所有代数数形成的域是有理数域 Q 的代数 
域，显然它不是 Q 豳有穷次域. 

假定乙是体尺 J 的中间体，即尺3上2》\如果 A ： 是 F 的代 
数体，显 然欠是 i 的代数体 d 是 f 的代数体 • 下面就是它的 
逆‘ 

定理 2 假定尺是 L 的代数域， L 是 F 的代数域，那么尺是 
F 的代数域，这就是说，代数域这个 性廣是 适合传递律的^ 

证明假定 a 是尺中元，是1[尤]中 * 适合的既 
约多项式的系数，因为 L 龟 F 的代数域，所以句是 F 的代数元. 
因此 C = F (^, a M …， O 是 F 的有穷次域 * 于是 "（《) 是尸的有 
穷次域，所以 C 是 f 的代数域,因此“是 F 的代数元,定理成 
立 ■ 

假定尺是 f 的扩张域，那么尺中 F 的所有代数元成为一子 
域，我们用上来表示.显然，它是尺、厂的中间体.并且是 /C 中 F 
的最大代数域，这时 /C 中除 L 的元外，任意元都是 L 的超越元> 
这是因为，假如 o 是尺中 L 的代数元，那么 L ( a ) 是 L 的代数扩张 
域.因为 l 是尸的代数 r 张域，所以 zu) 也 是尸的 代数扩张域， 
于是 a 是尸的代数元，因此如这样的 i 扩张体，其中除 z 
中元外，任意元都是 i 的趙越元时.叫做 i 的纯趄越扩张体，或者 
叫做 i 的纯超越体，因此域X可以先从 f ^数扩张到 L, 再从 i 

纯趄越扩张 而成. 也躭是说，任意扩张可以由先代数扩张再超越 
扩张而成- 

习题 5.4 

1. 假定尺是有单&元的躉环, s 是的子环，并旦包含它的单位元，如 
果及中任意元都是 s 的代数整元<满足首项系数是单位元的多项式），那么 




160 


域论 


[第5章] 


中有一是体，它一也是体. 

2. 假定尺是有理数域 Q 的2次代数体，试证尺 = 这里 a 是 

没有相同的质因欽 的轚数 ，并且当的^时, )^ Q (\/ T) r 

、 

§5-5 分裂域、正规扩张域 


我 ffl 知道*域 f 的代数域 K 中元都是 FDr ： l 中多项式的零点， 
所以 K 的某些性质可以由 F [ x ] 中多项式的性质来确定.因此在 
讨论 A 时，我们可以从中多項式人手.这节我们讨论 F 的 
两个特殊的代数扩张域，下节根据 W 中多項式零点的性质把 F 
的代数体来分类. 

由§ 5. 3我们知道， F [ x ] 中任意多项式 / Or ) 在 f 的某扩张 
域 K 中含有它的零点*因此*在 Kb ] 中 /&) 有一次因式.这时 
我们也说它在 Kb ] 中能够分裂*锒如 / U ) 在 K [>] 中能够分裂 
为一次因式的乘积，我们就说它在 A ： 中能够完全分裂 * 譬如，系 
数是复数的多项式在复数域中就能够完全分裂- 

定义1假设 / U ) 是 f O ] 中多项式， A 是 F 的扩张域，如果 
在 A 中，/(工)能够完全分裂，即 

/Cc) = Cr— … （工一 aj Kt 

但在的任意异于尺的中间体中 ( 假如存在)，不能够完 
全分裂，那么 K 叫做 / U ) 的分裂域， 

譬如 A 是有理数域，/&)=^一2,因为在 Q ( A ) 中， 

/(jt) = Cz—VT )Cr+VT )， 

所以以^)是 / Gr ) 的分裂域， 

假如尺是卩 U ] 中/( X )的分裂域，那么 K 就是由尸添加 
/( X )在尺中所有零点％， …，％ 形成的域.即尺 = ，…， 

因此 K 是 F 的有穷次代数域* 

定理1 *[:0中任意多项式/(1)有分裂域- 

证明假设 / U ) 在 f {>] 中分裂为既约多项式 / Or ) 的乘积, 
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/(xhAOr)/〆:*:).， •人 ■(: t),. 

p 

如果 Or) 都是1次，那么 F 就是 /G) 的分裂域，如果/, Or) 的次 
数不郝是1，假如 /i&) 的次数大于1，我们把 /:U) 的一 零点巧 
添加于 f 得到&=尸(％),在尺丄之]中， /Or) 最少有一个1次因 
式文一 …因此 /Ot) 能眵分裂为1次因式 I—A 及既约因式幻 U) 
的乘积，即 

/(J ：) =(工 一 ajgi (工）…犮 Cr)* 

如果沿 U) 都是1次 ，那么 &就是 /(:r) 的分 裂域; 如果 &U) 不 
都是1次，重复引用上面的方法，因为 /Or) 的次数是有穷，所以在 
^的扩张域中， /U) 的1次因式只能有穷多个，因此继续添加有 
穷个零点叫后，我们得到域反在尺_中， /( x) 能 
够完全分裂，因此定理得证- 

由上面的证明及§ 5. 3,我们木难知道任意多项式的分裂域不 
是唯一的.为了更好地说明它们之间的关系，我们先介绍下面一 
个基本概念 • 

定义2假如体分别是体 F ， F 的扩张体^是的 
同构， r 是尺,灵的同构，如果 

r(a)=<r(a) tia t 

也就是说， F 中任意元对于的象都相同，那么 r 叫做 d 的延 
长，而叫做的延长. 

当是恒等映射时， r 就是 /C， 尺关于 f 的同值，因此 
同值是延长的特例，引用延长这个櫬念，我们得到下面比 §5. 3 
定理3更广泛的定理 * 

定理2假如域同构， / Cc ) 是中既约多项式 jGr) 
是 F[z] 中与 /G> 对应的多项式（即系数分别是 /U) 中系数的 
象 )4 是 /&) 的零点^是; TU) 的零点，那么 f ⑷， F(5) 是 F，F 
的延长. 

证明首先 7 U) 是 Fi>] 中既约多项式.这是因为，如果在 
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PO] 中， 7U) 是可约的，}^)=7办)7 2 ⑴，假定/ 办）， / 2 ⑴是 
Fljt] 中分别与7办），7办)对应的多项式，因为 F=F， 对干 F 中 
任意两元的和及积的象源分别是它们的象源的和及积 +所以 /&) 
=/,U)/ 2 U) ，这与 /(d 是既约的假设不合 ■ 

再假设，，: F 的同构把 f 中元^变成 F 中元的次数是 

〜那么尸⑷中任意元可以写成互中任意元可以写成 

r-o 

^■1 

24?，因牝下面的对应。： 

卜 0 

q 醫幕 邐 一1 

i 學 0 

显然是 FOO 射到 F(5) 上的映射，并且还是双射.如果我们能够 
证明 j 是 fu) 到 f (5) 上的同构，因为干是 foo, 

戸 (s) 是厂戸的延长》因此定理就吿成立 * 

，_1 

假定 A(d )= 々，因为 

^-0 

»— 1 _ 

^C«)+A(a) = 2 

r**0 

所以犮 + hla ) =iTS)+A^T* 设 

gix^hix^^qix^fix) +r(x) r 

因为对于 F 中任意元 <a ，6, 我们有因此 

g^x^hix) —q(.x)JCx) +r(x) f 

干是 

g ( a ) h ( a )= r ( a ) , g ( a ) X ( a )^?( a ). 

因为 rO)—7(5)， 所以 

gMh ( a )^ g ( a ) * 

这就 是说，映射 a 是 FU ) 到上的同构，因此 F ( a )， F ( S > 是 
F ， F 的延长，所以定理成立- 
现在来讨论分裂域间的关系 • 

定理3悝设 F 是域， /U) 是 FDd 中多项式是 / U ) 
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的分裂域，那么 K ， 玄 关于 F 同值，也就是说，任意多项式的分裂 
域除同值的外是唯 一的. ^ 

证明假设 /&) 在中分裂为既约多项式/办)的 乘积: 

/(«r) a =/i(x)/ I (x>—/ H (x) j 

因为 /(X) 在 FO ] 的因子分解是唯一的，所以 /( Z ) 的分裂域包含 
它的既约因式 /■&) 的分 裂域. 假如 /, Cr ) 都是1次的，那么尸就 
是 / Or ) 的分裂域，即因此这时定理成立.假如 /☆) 不都 
是1次*/办)的次数大于1,我们 命〜& 分别是尺,疋中 AOr ) 的 
零点，由§&3定理 SJOOJW ) 关于 F 同值*假如以0是 
/( d 的分裂域，那么 FA ) 也就是7⑺的分裂域，因此这时定理 
成立.假如又不是 fix ) 的分裂域，在 Fia ^ 中再将 /&) 分 
解为既约多项式的乘积 

/( 工）与 （ x—(O^Cr) … 幻 Or) * 

那么在 f (&) 中， /( x ) = Or —5 1 ) g 1 (： r )" i ( x >, 

假如 & U ) 的次数大于1，％，5 3 分别是 gl ix ), g , Oc ) 在 K，K 
中零点，由定理么^“^山卩^“关于/^同值^复引用上面 
的方法，因为 /&) 的次数是有穷，而 尺是于 f 添加 /(x) 在 K 中 
所有零点扩张的体，因此继续进行有穷回后，就得到尺，疋，显然它 
们关于 f 同值，所以定理得证* 

由上面的证明我们又知道，假如，〜 …, 《丄那么尺 
，…， 乂），并且尺，无有把先变成& 关于 f 的同值 ■ 

假如 f |>] 中多项式 /( X ) 的 分裂域 /C = f (〜…,0及疋= 
f (5 ]， …汝)在闳一包含体中,那么不只关于 f 是同值，而且 
是相等，这是因为在这包含体中， 

- / Cr ) = Ca :— %) … (> r — %) = Cj — 〜) … (怎一 a ) ， 

根据§ 3 . 9 定理7,这两种分解除厢序外是一致的，因此 X ,疋是 
由相同的元添加于 F 扩张的域，所以 

由定理3的证明，我们还可以知道多项式在一分裂域中如果 
有 m 重零点，那么在任 一分裂 域中也苘样有 m 重零点,零点的相 
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重数与分裂域的选择无关- 

上面我们介绍了分裂域，现在我们来介绍另一类叫做正规域 
的代数扩张域 * 

我们知道在 /&) 的分裂域中，/&)当然能够完全分裂，此外 
还有无其它多项式也能够在其中完全分裂 • 

假定，…， O 是门>]中多项式 /Cr) 的分裂域，今是 
/co 的芩点，〆 d 是中既约多项式，它有一零点沒 ex, 如果 
f 是在 a 的扩张域中任意零点，下面我们 来诬明 y eM 因 
此 g ( x ) 在 K 中也能够完全分裂 * 

我们知道 哪 ) 关于 F 同值，并且存在着不使 F 中任 
意元变动而把0变为#的同值映射 * 假如我们把/(工)分别看成 
为打和[>]，^#>|>]中多项式，于各添加 / O：) 的 
零点 a” …，一再引用定理2,就容易得知 

F(P)(a"”.W )(a,? …， a;) 

并且它们是 W ) 的延长，这延 长把％ 又变为 \ 即〜…， 

%仍然变为％，…，心，只是它们间的顺序可能有所不同而已.因 
为 K 是 f 的代数域，而中元，所以存是系数为 F 中元的 
，*••，《■的多项式 


卜 hUt” … ，&) . 

由 F ( P ) ) 的同值关系，得知〆也是系数为 F 中元的 A ^…， 

〜的多项式，因此 f ef(awJ， 所以 Wx) 在 K 中完全分裂， 
这就是说，假如既约多项式在 /(W 的分裂域 K 中能够分裂， 
那么它在 K 也能够完全分裂. 

上面是分裂域的一个性质， F 的任意代数域不一定都有这性 
质-一般来说，我们有 

定义3假定域 K 是 F 的代数域，并且 F[x] 中任意既约多 
项式，如果在 K 中能够分裂，它在 K 中就能够完全分裂，那么 K 
叫做 F 的正规 扩张域 ，或简称^的正规域，有时又叫做 f 的伽罗 
瓦域. 
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于是我们得知， F 的代数域 K 是 F 的正规域的必要充分条件 
是 K 中任童元关于 F 的共轭元都在 K 中 * 这与§ 2* 4中，群 G 的 
子群 H 是 G 的正规子群的必要充分条件是//中任童元的共轭元 
都在 H 中的性质一致，但要注意的是，这时 K 是 F 的扩张体，而 
好却是 G 的子群. 

引用上面定义，由前面的讨论，我们有 
定理4多项式环 F |>] 中任意多项式的分裂域是尸的 
有穷次正规域. 

因为 F 的代数域关于 F 不一定是有穷的，所以 F 的正规域关 
于 F 也不一定是有穷次的 ，醬如 ，上节中所有代数数组成的域是 
有理数体 Q 的正規域，它关于 Q 不是有穷次 * 在有穷次时，上面 
定理的逆定理也是成立的. 

定理5假如尺是 F 的有穷次正规域，那么 K 是 P|>] 中某 
多项式的分裂域 

证明因为 K 关于 F 是有穷次的，所 以尺是 添加其中有穷 
个元… ，〜于 F 形成的域，即 

K=F(a }t -*- t a n ). 

假设 /&) 是 F[i] 中零点为 a, 的既约多项式，因为 /C 是 F 的正 
規域，所以/,(工)在人中完全 分裂. 于是在冗中 

i 腎 I 

也能够完全分裂，因 此尺是 /Or) 的分裂域，所以定理得证 ■ 

显然， f 的有穷次扩张域尺不一定是少的正规域，但是由上 
而的证明，我们可以再扩 张尺使 它成为 f 的正规域，也就是说，在 
F 的扩张域中有包含 K 的正规域. 

添加的既约多项式 /( x) 的一个零点 o 于 f 所得到的域 
P00— 般不一定是 /Gt) 的分裂域，因此也不一定是 f 的正攀域 ■ 
如果 FU) 是 F 的正規域，这时多项式 fix ) 叫做 F 的正规式或者 
叫做伽罗瓦式.显然2次既约多项式是I规式 • 

下面，我们来介绍正规域的一些基本性质，这些性质与§ 2. 4 
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中关于正规子群的非常类似 - 

由§ 2* 4我们得知， i / 是群 G 的正规子群的必要充分条件是 
H 与它的共轭子群相等，与这类似，我们有 

定理假如。是中既约多项式 / Or ) 在它的分裂域 K 
的零点 A 是 K 中 / Or ) 的任意零点，那么 FUO 亀 F 的正规域的 
必要充分条件是/与它关于 F 的任意共轭体 F (今)相等，即 

证明假如八那么就是 / G ) 的分裂域，所 
以 FU ) 是 f 的正规域.反过来，假如是 f 的正规域，因为〜 
是 /($) 的零点，所以尸 因此但 ( F 00 * ⑺ 
- C ^( a f ) r f )， 所以 ( FU ) : F ））= 1，于是 f (%) = FU ). 因此 

定理成立. 

再我们还有 

定理7假定 X 3 L 3 f \ 并且 A 是 F 的正规域，那么 K 也是 
厶的正规域* 

证明因 为尺是 F 的正规域，所以 K 是 f 的代数域，因此尺 
也是 i 的代数域-再假如 / U ) 是 L |>] 中既约多项式，《是它在 
K 中一零点是 F |>] 中零点为《的既约多项式,由§ 5. 3习 
题6,我们得知 / Cr > 是 g (: r ) 的因式.因为 〆 : r ) 在 K 中能够完全 
分裂，所以 /(W 在 X 中也能够完全分裂，因此 K 是 L 的正规域, 
于是定理成立. 

同群的情 况一样 ，要注意的是，在上面定理中，虽然 K 是 F 的 
正规域，但 L 不一定是 F 的正规域 * 譬如 Q 是有理数域，0是1 
的虚立方根，那么 


Q(^Z^)Z>Q(<o^/T)Z>Q, 

这时 Q ( H ， w ) 是多项式/一2的分裂域:所以它是 Q 的正规 
域，但 QW #) 不是 Q 的正规域. 

此外，还要注恚的是，如果 K 是 I 的正规域, L 是 F 的正规 
域，那么 K 也不一定是 F 的正规域.这就是说，正规域这个关系 


[§5. 6] 


可离扩张域、不可离扩张域 
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是不适合传递律的 • 譬如 Q 是有理数域，因为 

)3Q(^2~ )3Q ， 

显然,是的正规域， Q(VT) 是 Q 的正规域，但 

不是 Q 的正规域* 


习题 5- 5 

1- 试求多项式关于有理数域的分裂域. 

2. 试证多项式 V + k z +2 是有理数域的正规式. 

3. 试证 f 的£次体是 F 的正规域. 

4. 试证中多项式的分裂域关于 F 的次数不能大于 w 

5. 假如把中充穷多个多项式的零点都添加于 K 得到的域也是 F 
的正规域，如何证明？ 

S . 试证整系数3次多項式成为有理数域的正规式的必要充分条件是它 
的判别式是有理数的平方+ 

§5,6可离扩张域、不可离扩张域 

4 


代数扩张体与它所添加的代数元有关,而代数元又与它适合 
的既约多项式有关，但既约多项式有的有重尊点,有的没有重尊 
点，这节我们就这两种情形来讨论代数域的构造. 

我们知道，在中学代数中既约多项式是没有重尊点的，如果尸 
是任意域 Jb] 中既约多项式 /Or) 能否有重尊点？因为多项式零 
点的重数与它的分裂域的选取无关，因此，在讨论这问题时，我们 
就可以不考虑它所在的分裂域.’ 

由§ 110拇知， /U ) 有重零点的必要充分条件是 / Gr ) 与 
f U) 有次数大于零的公因式，但既约多项式的因式只有常数及 
自身，因此既约多项式 /Or) 有童零点的必要充分条件是 /(d 能 
够整除尸 U ) 即也就是尸 （ r ) = 

假设既约多项式，如果 /' U ) =公= 0, 
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那么 


ia t — 0^i — } ， … ， n. 

当 f 的特征数是零时，我们有 

a , = 1，… i »4 

于是，因此 / U ) 是中可逆元，这与 /( x) 是既约的 
假设不合,所以尸 Cx)^0, 于是，这时既约多项式 /Or) 没有重零 
点.当 F 的特征数是 P 时，如果〖笋 0(f)， 我们就有 

A = 0， 

因此 /( x )==^ a + a〆 ^ +沒紗:^ +…， 

也就是说，这时 /U) 是V的多项式 • 反过来，如果/(X)是〆的 
多项式，那么 r 因此它有重 零点. 于是，我们有 

定理1域 f 的特征数如果是零，那么 po ] 中既约多项式没 
有重 零点; 如果是声，那么川 >] 中既约多项式有重零点的必要充 
分条 件是: 它是，的多项式. 

于是，在特征数是声的域中，既约多项式有的是有重零点的 ■ 
但是有重零点的，它的零点是否都是重零点？ 

假设既约多项式/(X)是〆的多项式，我们把它写成 /&) = 
A(〆 ). 如果又是 〆的多项式，那么 /Or ) 就是的多项式 ■ 
现在假定 /Or ) 是的多项式而不是 〆 +1 的多项式，我们用 

/( x )=《( z ’） 

来表示.因为 / U ) 是既约的,所以客 U ) 也是既约的 * 再假如 
^化)=0，那么^2)又是？的多项式，因此 / Or ) 就是 〆 +1 的多 
项式了，这与假设不合.于是沪 U ) 弇0,所以这时的既约多项式 
Wx ) 没有重零点 * 

假定的次数是％，首项系数是1 (F 的单位元)，在它的分 

裂体中，它分裂为1 次因式 y — 與 的乘积，即 

"0 

裒(>0二 IX (: yv — 戊）， 
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因此 / Or )= li ( 〆 一 A ). 

! = 1 

如果 a . 是 〆 一 ft 的零点，也就是说 / = 那么 

x pk — p t =x pk —af = (x—a,y\ 

"o 

于是 JJ Or —内 〆 . 

所以 / G ) 有％ 个互异的零点 A ，•■+，％， 并且它们都是 〆 重零点. 
因此我们有 

定理2假定域 f 的特征数是中既约多项式 /&) 有 
重零点，那么 / U ) 的零点都是重零点，并且有相同的重数 〆 . 

上面的次数 n 。 是既约多项式 / G ) 互异零点的个数，叫 
做 / Or ) (或 W 的缩减次数是 / U ) 零点的重数4叫做 / Or ) 
(或关于 f 的指数.显然， / U ) 的次数 t 缩减次数％及指数 A 
之间有如下 关系： 

⑴ n = n 0 p k . 

，!>]中多项式 / O ：) 如果没有重零点，就叫做 F 的可离多项 
式，否则就叫做 F 的不可离多项式.可离既约多项式的零点叫做 
可离元，不可离既约多项式的零点叫做不可离元中元显然是 
，的可离元 * 当 F 的特征数是零时，它的既约多项式都是可离 
的，因此 F 的代数元都是可离元.当 F 的特征数是户时，指数是 
零的既约多项式是可离的，既约多项式是不可离的必要充分条件 
是它是 P 的多项式. 

特别当〜=1时，既约多项式 /0 r )=/ — P 叫做>[工]的纯 

不可离多项式，它的零点 a ， 叫做/的纯不可离元，这时 〆 GF ， 但 

e f . 反过来，假如但 〆 这里/>是 f 的特征 
数，那么 


f{x)=x pk —a^=ix — a) pi 

在中是既约的 • 因此《是 i ; '的纯不可离元，这是因为，如果 
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它是可约的 ， gCr ) 是它的既约因式，因为零点重数是户的幂，所以 
^1) = (^1)人/<々,于是^£广这与^<6，的假设不合，因 
此 /&) 是既约的. 

下面是可离元、不可离元的基本性质. 

定理3假定域，的特征数是 />， a 是，的可离元，那么 〆 也 
是可离元. 

证明假定可离元 。适合 的既约多项式 /( W 二 

_:0 

rr 

发 U)= 

只要是可离既约多项式，那么 〆 就是可离元了. 

痕定 A ， ‘ ■、〜 是/⑴的零点，因为 afi 卜（％ —〜)’尹0,所 
以私(1〕的零点 的，… M 互异，因此貧(^)是可离多项式.再如果 
A (: r ) 是尸[幻中 〆 ;^的既约因式， / KO 0, 所以 A ( 〆 ) 与 / Cr ) 有 
公共零点叫，于是/(^) | A ( 〆 ）， 因此， A = 所以 

^ Or )= fc (： r )， 即 g (： r ) 是既约多项式.证明完毕. 

于是假如《是，的可离元，那么 〆 也是可离元,由后面定理9 
我们还得知 a 的任意乘幂 Y 都是可离元. 

定理4假定域 F 的特征数是心 a 是 F 的不可离元， 

0< r 吴0(户） ， 

那么/也是不可离元. 

证明用反证法，假定/是可离元，它适合的既约多项式 

没有重零点，设 

于是发(/)=( 〆 一 A ) …(/一 A ) 也没有重零点，因为《》， 
— A 与^»以” ] 没有公因式，从而 《(. r ) 没有重零点-再假 
定 /&) 是 FDr ] 中^适合的既约多项式，因为《也适合 〆 /)■，所 

以 / U ) l 发(/)，即 
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• hXx 、， 

因为 / U ) 有重零点，这与 gUO 没有重零点矛盾,所以/是不可 
离元 * 

定理证毕. 

于是 * 假如 a 是不可离元, 那么〜 ¥，…， 〆 …也都是不可离 

、 定理 5 假定域 F 的特征数是 f ，〃 是指数为 A 的 f 的不可离 
元，那么/当1«卜1时,仍然是 F 的不可离元，但当 r>k 
时，就是 J 1 ■的可离元.也就是说，不可离元 a 的指数 A 是使 〆 成 
为可离元的最小正聱数， 

证明假定 /( x )= s (/) 是 nw 中〃 适合的既约多项式， 
那么 〆〆 )=(>，因为发⑴是可离多项式，所以 〆 是可离元.再由 
定理 .3, 显然定理的后半段成立. 

再当 I < r < a 的时候， 〆 适合&( 〆 ”），因为 〆〆 ）是既约 
的，所以也是既约的.又因为是 〆 的多项式，所 
以是不可离多项式，因此 /是不 可离元 * 于是定理的前 
半段成立- 
定理证毕* 

上面是介绍可离多项式\不可离多项式、可离元、不可离元等 
概念及它们的基本性质，现在我们引用它来讨论代数域的构造+ 

域 F 的代数域，如果其中任意元是〃的可离元 t 就叫做 F 的 
可离域，否则就叫做 F 的不可离域 • 特别，域如果它的任意代 
数元都是 F 的可离元，也就是说，如果 FDr ] 中任意既约多项式都 
是 F 的可离多项式时，叫做完全域，否则叫做不完 全域. 显然，特 
征数是零的域是完全域，完全域的代数域是这完全域的可离域 • 
根据定义，我们不难证明有穷体也是完全域，在代数域中，可离域 
是重要的一类，并且常常引用的域很多都是属于这类 • 

我们容易知道，由不可离元扩张的域显然是不可离域，但是由 
可离元扩张的域是否就是可离域?直接用定义来说明非常麻烦，下 
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面我们根据映射的个数(定理 8) 这个重要性质，来解答这问題. 

偁设 ☆ 是打3中既约多项式 /0 O 在1=^00中的零点，如 
果 /&) 的缩减次数是％，那么 / Or ) 在它的分裂域中有互 
异的〜个零点，因此 i 在/ C 中有叫个互异的同值映射，但是在尺 
或 K 的扩张体中 A 的互异同值映射是否只有这个？ 

定理6假设 〃是 关于域/缩减次数为〜的元，那么适当选 
JRF ( ct ) 的扩张体，在其中关于，的同值映射能有个互异 
的：但不论的扩张体如何选象，在其中 t PU ) 关于 F 的互异 
同值映射不能多于《。个- 

证明假定 / u ) 是 nw 中 a 适合的既约多项式，如果尸⑷ 
的扩张体选取 / u ) 的分裂体，显然在其中/ u ) 就有叫个互异的 
同值映射.但在的任意扩张体中关于 尸的任 意同值 
映射把〃变为同一既约多项式 /(X) 的零点叫，因此把中任 

意元 Sa〆 变为也就是说，把 F (。) 射到 F ( A )， 这映射就 
是上面〜个同值映射屮把 a 变为〜的同值映射，所以 FU ) 在它 
的任意扩张体中关于 F 互异的同值映射不能有多于〜个，因此定 
理成立 • 

保定在 FU ) 的适当扩张体中， FU ) 关于 F 互异同值映射的 
个数等于体的次数 ( F ( a ) : F )， 显然 a 是，的可离元，因此，在 

的适当扩张体中 J 00 有 CFOO : F ) 个关于 F 的互异同值映 
射的必要充分条件是是 F 的可离元. 

特别，假如 a 是 F 的纯不可离元1因为这时％=1，所以在 
F ( a ) 的任意扩张体中， FU ) 关于 F 的同值映射只有」个，那就是 
不动 映射. 反过来，假如在^(«)的任意扩张体中， FU ) 关于尸的 
同值映射只有1个，那么《就是 F 的纯不可离元 • 因此，在尸 U ) 
的扩张体中只有1个同值映射的必要充分条件是 a 是尸的 
纯不可离元. 

下面是 一般情 况 • 

定理7假设 A ：= F ( ai ^+_ ，〜） ，〜是 关于 
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F^ t ^F(a t % … ， ％ -i) 

的缩减次数为屯的元“=1，…， m ， 那么适当选取 K 的扩张体，在 
其中， K 关于 f 的互异同值映射有个.但不论 K 的扩张体 

i =\ 

如何选，在其中 K 关于 F 的互异同值映射不能多于，个- 

- 

证明就元 a 的个数用归纳法证明.当元数=1时就是上面 
的 定理仏 这时定理成立 * 假定元数=讲一1时定理 成立:在仏^ 

的适当扩张体中，凡关于 F 的互异同值映射有〜个,但无论 

f = J 

如何不能比诖多*因为 尺关于 F 的任一同值映射产生兄关于 
F 的一个同值映射，因此尺 关于 F 的任一同值映射可以看成为 
厂^关于 F 的同值映射的 E 长+现在命 F „_』 是/^4在 K 的适当 
扩张体中的一个同值象， / Or ) 是中〜适合的既约多项 
式，中与 /0：) 对应的多 项式， k 是在的适当 
扩张体中 7 U ) 的任意一个零点. 因为二 Fd ， 所以 

F „ -八〜 : ■ 

也就是说 K - F m -,( aJ ，因此对于的一个同值映射我 们有％ 

个如此的延长，但无论如何不能比 这多. 于是在 K 的适当扩张体 
中， A 关于 F 的互异同值映射有 

_ 一 1 m 

II«r * «»=IIny 

个，但无论如何不能比这多，因此定 i 士立 f 

于是我们得知 ，假如 K = F ( a ^ … ,(0 是 f 的代数体,那么在 
K 的任意扩张体中，尺关于 F 的互异同值映射不能多于 (K : F ) 

个 * 当每个〜是…，心 3 ) 的可离元时，尺关于尸的互 
异同值映射才有(尺 | iO 个. 

定理8在的适当扩张体中，欠有 (X : 
个关于 F 的互异同值映射的必要充分条件是 :力是 
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的可离元 •. 

证明条件的充分性很显然，今只用归钠法来证明必要性- 
我们知道，尺关于 f 的任意同值映射可以看成是关于厂 
的同值映射的延长.根据假设，在 K 的适当扩张体中，夂关于 f 
的同值映射有(尺：个，于是兄 1 ^关于 r 的同值映射有 I 
f ) 个，并且心^关于 f 的任意同值映射有 oo 个延长成为 

K 关于 F 的同值映射，因为不这样关于 f 的同值映射就不能 
有个，这与假设不合.因此由归纳法假设 A 是化^的可 
离元，所以条件的必要性成立，因此定理得证. 

要注意的是， K 关于/互异的同值映射的个数是尺的内在性 
质，它与 A 的选择无关 • 现在我们来讨论上面提出的问题. 

定理9假设式，…， O , ov 是 Fi _ 产 F ( a ” …，久―)“ 
-=1，…， m 的可离元，那么 A 是尸的可离域* 

征明由定理8的充分条件，我们得知在适当扩张体中 ，尺 
关于，的互异同值映射有个.假定扒是 K 中任意 
元，我们可以适当地选取禺使…， A )， 根据定理8 
的必要条件 d 是尸 的可离元，因此定理成立. 

假如〜是 F 的可离元，显然它也是厂^的可离元，因此 * 如果 
A ，…，〜都是 F 的可离元，那么是 f 的可离域，这就 
是说，由可离元扩张的域是可 离域. ¥是在 F 的代数域尺中7 
的可离元的和，差，积，商仍然是 F 的可离元* 

S §5.4 中，我们知道代数域这个关系是适合传递律的，可离 
域这关系也适合传递律，即 

定理10假如 A ： 是 L 的可离域， L 是 F 的可离域，那么 K 是 
F 的可离域 一 

证明因为 K 中任意元 a 是 L 的可离元，假定〜是 
L |>] 中〃适合的既约多项式的系数，因为它们都是 F 的可离元， 
所以 fX % ，…， cO 是 F 的可离域，再 a 显然是•“ t cO 的可离 
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元，由定理9，>’（士，…，〜，是尸的可离域，所以 a 是 F 的可离 
元*因此定理得证 - 

假如/:是 F 的代数域，那么在 K 中，所有 f 的可离元成为一 
子域 L ， 显然， L 是 K . F 的中间体，并且它是 K 中 f 的最大可离 
域 ,a i W 叫做 A ： 关于 F 的缩减 次数. 我们容易得知，/:是的 
可离域的必要充分条 件是: K 关于 F 的次数(尺> F ) 等子 K 关于 
F 的缩减次数 ( L : F )， 即(尺： FX ，- n . 由定理10,我们容 
易得知 K 中除 L 中元外 ，任意 元都是 L 的不可离元，也就是说 
中 i 的可离元都在 L 中，如/：这样的 L 扩张域，其中除 L 元外， 
任意元都是 丄的不 可离元，叫做丄的纯不可离域- 再 K 中关于丄 
的不可离元都是 L 的纯不可离元 ，这 是因为假如 a 是/:中指数为 
k 的不可离元，那么 〆 是 l 的可离元，因此 t / eL ， 所以 a 是 l 的 
纯不可离元，即纯不苛离域中不可离元都是纯不可离元*于是代 
数扩张可以由先可离扩张、再纯不可离扩张而成* 

假如 F 的代数域中元关于 F 的指数有最大数,那么,这最 
大指数，我们又叫做 A 关于 F 的指数.下面来讨论 X 关于 F 的 
次数、缩减次数及指数间的关系. 

假定域 F 的特征数是 = 如果 a 关于 F 的指数是 
那么尺关于 f 的指数就是 t 这是因为,/：中任意元可以写成 

U a f V ，由 于〜及 〆 都是尸的可离元，所以 

( S a 〆〆^ 2〆 ( 〆 )* 

也是尸的冇离元，子是乏>> 关子 f 的指数不大于 l 因此， x 关 
于 f 的指势 就是々■假如 K 中尸的最大可离域是 L , 因为 a 是 L 
的纯不可离元，所以工/一_^/在1[>]中是既约的 • 因此 ( LO ) : 
丄）= 〆 ，但 K =/( a )= LU )， 所以 (/： ; L )^ p k . 于是 

(K •- F ) = {K * 尸 ) = (L * F'ypK 

再设 a 适合的 F |>] 中既约多项式 / Gr )=^0/)，/(： O 的次数„ = 
因此， 由上面等式得 ( U )= n 。, 所以 
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(2) <K t F)^n 0 p\ 

这里 《 。是 /U> 互异零点的个数，也是 X 关于 P 互异同值映射的 

个数，又因为〆〆）= 0,所以 (n〆） > 因此厶=尸(〆）， 

式 (2) 与前面式(I)是一致的* 

一 般假如… ，〜） ，内关于 F 的指数是 A ■，显然I, 
…， t 中最大数就是 K 关于 F 的指数 • 苒因为上是尺中尸的最 
大可离域，那么 ; ，因此 

(3> ( 尺： /o-=a t 

这里 {是尺关于 ^的指数.这是因为， CL(h) : 1)=0，假如命 

_ 

LDr ] 中既约多项式4 = (^ 3 炉在 MWb ] 的既约因式 
是 〆 4 Y = u — o A . V < h ， 那么 = 
，、因此 aw : L )= p ^\ 再这样继续地进行下去，最后 
我们有(尺：这里 +^+ k a l ，显然/>趴这里 
尺关于厂的缩减次数 a * x ) 是 x 关于 f 互异同值映射的个数* 
并且1=八栌，，，.，以)■上面⑶是 (2) 的推广. 


习题 5- 6 

1- 假定 F 是特征数户的域 ^ 是未定元*试证多項式在 f U)[y] 
中是既约的，并且是 Fuh 的不可离域. 

2. 假如关于 F 的指数是 *(>0), 那么 /关于 F 的指数是*一 1. 

3. 两个可离元的乘积是可离元还是不可离元？ 一个可离元与一个不可 

离元的乘积是可离元还是不可离元?两个不可离元的乘积是耵离元还是不可 
离元？ ， 

4. 假如特征数 /* 的域尺中各元的)>乘幕形成的域是试证尺是完 
全填的必要充分条件是 

5. 试证任意完全域的代数域是完 全域. 任意不完全域的有穷次域是不 
完全域. 

6 •偎如 K 是 F 的纯不可离域，试证尺是 F 的正规域，并且在任一扩张 
体中， K 关于 P 的同值映射是恒等映射- 
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7.保定 X 是 F 的代数扩张域4是/：中 F 的巅大可离蜮，试证 K 关于 
F 同值映射的个数等于尺关于 F 的缩减次数. 

8■假定尺是 F 的代数域，关于 Z 的缩减次数是关于 
F 的缩*次数是〃，试证 it 关 f F 的缩减 次数是 mn - 

&■ 假如尺是 L 的纯不可离域， L 是 F 的纯不可离域，那么 K 是 F 的纯 
不可离域，这就是说 * 纯不可离这个文系也造合传递律. 

10- 假如 A ，… tDW 是 F 的纯不可离元，试证…是 f 的纯不可 
离域，即由纯不可离元扩张的蜮是纯不可离域. 

§5-7 有穷次扩张域的单纯性 


我们知道在扩张域中，单扩张是构造最简单的，有的扩张域 
形状上虽然不是单扩张，但我们可以把它改写成单扩张，这样在讨 
论时很多问题就能够 简化. 但是怎样的扩张域能够改写成单扩 
张？ 


我们容易得知，于 F 添加两个(无关的)超越元扩张的域不是 
F 的单扩张*添加一个代数元及一个超越元扩张的域也不是 f 的 
单扩张.此外， F 的无穷次代数域显然也不是 F 的单扩张，因此 
单扩张或者是本原元，只有在有穷次代数域中来讨论了. 

假定 K 是 f 的有穷次代数域.如果 f 只含有穷个元，那么 
尺也只含有穷个元.在下节中我们就知道，元数是有穷的域是肴 
本原元的，因此在这节我们假定 F 含无穷个元. 

下面是单扩张的一个充分条件 * 

定理1假如尺=尸(％，々，…，〜)是，的有穷次代数域 
…， a ■是，的可离元，那么 尺是尸 的单扩张域. 

证明我们用数学归纳法来证明.当《 = 1时，定理显然成 
立. 

当 n ^ Z 时，为了方便起见，我们把分别写成〜反假定 
/< d ， gGr ) 是中零点分别为 a # 的既约多项式，并且在包含 
/ U )，£ fU ) 的分裂域的扩张 域中. 我们假定 / U ) 的零点是％ = 
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的零点是沒产沒，沁，…，汉，因为点关汉，洋1.所 
以对于任意 〖及 >(乒1)，多项式 

Qi+jc^j—a+x^ 

在，中最多只 有一个 零点.但 f 中含先穷个元，因此尸中有不适 
合这些式的元*假如《是这#的一元，即 

a 

a t +a^j^a+apyj^, 

命于是 

如果我们能够证明彡6尸⑺，那么 0=7— WeFOO , 因此 F («， 於) 
00，于是 y 就是所求的本原元了 - 
因为 

宫(卢 ) = 0，/(< O =/(7— a 卩>=0， 

所以沒是，(>^|>：|中多項式 〆 : r )，/(7— 似）的公共零点.但当 
时， y — 因此 

于是 ./ a — a ) 在 foo 的扩张域中只有一个公共零点卢，所 
以足 ( X ),/7 —^)只有一个1次公 因式 : r 一沒，也就是说^一沒是 
sM — a ) 的最大公 因式. 再因为 gU ) ，/( y —虹)的系数都 
在 F ( r )* t 而两式的最大公因式可以用欧氏法式求得，因此它们 
最大公因式的系数也都在 nn 中，于是托尸00,所以时定 
理成立 ■ 

假如在1时定理成立，命/^"… ，心- 0=/^) t 那么 

f (A ， … =F(a,a n ) —P(y)^ 

这就是说在 《 时定理成立，因此定理得证* 

譬如 QK ^, vr )-= Q ( vr + vr )， 其中 q 是有理数域， 
这性质我们也可这样来验证，因为 r=v^+vy,r 3 =:ii vT+ 
9 vT ，所以 VT 都 能够用 7 的多项式 表出： 

1967年，桑 ( J * Sonn ) 与査生浩斯 ( H . Zassenhaus ， 〗912〜）给 

出一个不分 F 是有穷域或无穷域的证明读者可以参考. 


[§5,7] 


有穷次扩张域的单纯性 


179 


于是，我们得知有穷次可离域是单扩张域，特征数是零的有穷 
次域也是单扩张域.对于特征数是 P 的有穷次域，我们有 

定理 2 假定域^的特征数是 是 F 的”次 代数域，那 

么汰是 F 的单扩张域的必要充分条件是 

n=rhp *， 

这里〜及々分别是 K 关于 F 的缩减次数及指数* 

证明假定尺是尸的单扩张域，尺 = 是 a 关于 f 的 

指数，也就是尺关于 F 的指数, i 是尺中 F 的最大可离域，由 
§5.6 中的⑵式，我们有，因此条件的必要性成佥 ■ 

反过来，假定《 = 因为 L 是 F 的有穷次可离域,所以它 
是卩的单扩张域，我们命1 =厂00,再假定芦是尺中关于 F 指数 
为 A 的元，那么 ( L 0?) : 因此: F ) = ( L (^ | L ) * 

( L : r >= n a p k ，于是 K = LW ) ，所以 K ^ F { a ,/3). 但 a 是 F 的可 

离元，由定理1，尺 有关于 F 的本原元，这就是说， K 是 F 的单扩 

张域，所以条件的充分性成立，因此定理得证. 

关于单扩张还有下面斯太尼兹给出的必要充分条件. 

定理 3 假 定尺是 F 的有穷次域，那么尺是 F 的单扩张的 

必要充分条件是的中间体只有有穷个⑷. 

证明假定尺 = ,厂是的中间体，即 K 3 F ^ F r 

/&)，以^)分别是在厂|>]，6[^]中 0 适合的既约多项式,那么 

gix)\fU). 

H 

今设…，〜）=匕，显然，因 

此及 O ) 在 AO ] 中也是既约的.由于尺=&化>，尺=^(<0，所以 
^ 1 ^> = <^ 5 尸 £ )，于是 匕等于 A ， 这就是说，尺由 / U ) 的因 
式完全决定，但/( X )在尺 o ] 中只有有穷个因子，因此 
的中间体只有有穷个，必要条件成立* 

再假如的中间体只有有穷个，同定理1的证明类似，对 
于尺中任意元〜#如果能找到 u 使 
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那么 尺就是 f 的单扩张壤了.设因为 F 含无穷 

多个元，而尸 ( y ) 只有有穷个，所以有 Ui = a + a ^= 

a z 使 F(uO=F(v 2 ) - 因为叫， (/ 2 6/0 ])，所以 ti^u t ={a 1 —a i ')^^ 

) ，因此芦 E ) ，于是 h - a ^= a ^ ) ，即 F (« ，呢 FCu ) 

v 所以厂 (〜 = 充分条件成立. 

定理证毕. 

下面是关于单扩张中间体的一个重要性质. 

定理4假定 FU ) 是尸的代数域，尺是 FU ) tJ P 的中间体, 
那么 K 是 f 的单扩张域， 

证明因为 FOO 是 F 的代数域，所以 f 00是 f 的有穷次域， 
由定理3的必要条件,的中间体只有有穷个.现设尺是 
FOO J 的中间体^那么的中间体也是 FU )，/’ 的中间体，因 
此的中间体也只有有 穷个. 于是由定理 3 的充分条件 ，欠是 
F 的单扩张域- 

定理证毕. 


习韪 5*7 

1. 试求 ck/ht )的本原元，这里 q 是有理数域+ 

2 - 试求的本原元. 

3. 假是未定元，试证尸 Cu ) 的扩张域 Ful ,/) 没有本原元 t 
这里/>是 F 的特征数. 


§&8有穷体 


我们知道，元数是有穷的体叫做有穷体，这节我们讨论有穷体 
的构造 - 

假设 K 是有穷体 t 显然它包含的质域^也是有穷体，因为特 
征数是零的质域与有理数域同构，它不是有穷体.所以 X 的特征 
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数异于零■我们假定 K 的特征数是 > . 

再因为 K 只含有穷个元，显然其中关于，线性无关的元也只 
能是有穷个，因此 尺关于 F 是有穷次.假如 (K : f 
是 K 关于 P 的底，那么 K 中任意元能够唯一地表成下面形状： 

叫 H - h 〜 a n ， 4 ㈠' 

因为〜只能取/>个值，所以象上面形状的元互异的只有 〆 个，因 
此 X 的元数9 
于是我们得到 

定理1假如尺是元数为9的有穷体，它的质域是 F ， 那么它 
的特征数/^0,并且空= 〆 ，这里 * / o . 

我们知道，元数是有穷的群以及元数是有穷的环都不一定是 
交换的.替如对称 群义就 不是交换群.假如及— (/)，/>是质 
数，那么全矩阵环尺也不是交换环，但是元数是有穷的体却不是 
这样. 任意有穷体都是域，这结论是 W 05 年魏特邦 ( J . H . M . 
Wedderbum ，】 882 〜 〗 9 4 8>提出的，是魏特邦著名定理之 一* 因为 
证明比较麻烦，我们把证明放在这节后面，在这里我们先承认这个 
事实， S 此下面的有穷体都假萣是域.于是有穷体又叫有穷域，有 
时我们又叫倣伽罗瓦域，下面是有穷域的基本性质 ■ 

假定有穷域 K 的元数是 h 那么它的乘群的元数就是 g — 1， 
于是 K 中任意非零元《的阶数是 g — 1的因数，因此 

所以 cfl = a . 

显然也是这多项式的零点，这就是说，在元数是 g 的有穷域 
中，任意元的9次幕仍然是它自身.于是 K 中元都是中多 
项式 / U )= f — =的零点，因此 K 是多项式 / Or ) 的所有零点组 
成的域，所以 K 是 / Or ) 的分裂域，因而 K 也是 F 的正规域，根据 
§5. 5定理3,我们又有 

定理2元数相等的有穷域是同构的 * 

我们知道，有穷域的元数是质数的乘幕，反过来，假如力是任 
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意质数，用它的任意正整数幕，做元数的有穷域是否存在？ 

由§5.2,元数是户的质域 F 是存茬的*从 F 作 FDr ；) 中多项 
式 fU ) 二 /— x 的分裂域乙假如是/( 〆 )在/：的零点，即 

= 那么 


(<!—〆)’ = 〆 一 〆 = a — 芦， 


并且当0关0吋， 



这就是说，在X中，/(I)的择意两个零点的差及商仍然是它的零 
点，因此 K 中 /Gc) 的所有零点成为域;再因为 

f ix)^p n x p ~€— —e 7 

因此 /OO 没有重零点，也就是说， /(X) 的，个零点是互异的.所 
以 K 是元数为〆的域，于是我们有 

定理3对于任意质数 A 的乘幂，，除同构的外，只有唯一个 
元数是，的有穷域，也就是伽罗瓦域 * 

因为一个伽罗瓦域由它的元数，唯一决定，元数是〆这类 
型的伽罗瓦域我们用 GF(，) 来表示*下面我们来讨论它的子 
域* 

假如 K 是的子域，那 么尺也 是伽罗瓦域.因为 K 的 
特征数与 CF(，) 的特征数相同，所以 K 的特征数也是 心因此 /： 
是伽罗瓦域这时因为 m = : F ), 所以 m 是 n 的因 
数，这就是说， GfO>") 的子域只有象 GF (广）这样形状的 t 其中 m 
是” 的因数 • 但是对于《的任意因数讲，(户_)也是 GP(/r) 的 
子域，下面的证明与§ 2. 2定理5中有穷群的情况类似. 

定理 4 假设 m 是《的任意因数，那么 GF(，) 中只有唯一个 
GF(f) 型的子域. 

证明因为讲是《的因数，所以 

，一 1=-(疒 一 1)(妒-*+，” 2 "+…+，+1)， 
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于是 〆 ― 1 — 1 是/—― 1 的因式，因此/— I 是 〆 -： r 的因式， 

在 GF (，） 中完全分裂，所以 ^- x 在 GfX ，） 中也完 
全分裂，于是 GF ( p B ) 中包含 〆 的，个零点，由这，个零点 
组成的子域就是伽罗瓦域再因为/一 z 在中 
的分裂域只有唯一个，因此 dW ) 中只有唯一个 GF (，） 型子 
域，所以定理得证- 

于是， 我们得知伽罗瓦域 Gh ' p 。 中子域的个数等子 n 中互异 
正因数的个数.有穷循环群也是这样，《元循环群的子群个数等 
于》中互异正因数的个数*在群中，循环群的构造以及它的子群 
的个数是已经知道 T 的，与这类似，在体中，对于伽罗瓦域，这两个 
问题也算是解决了的. 

由§ 5 - 7 定理3,我们得知伽罗瓦域是它的质域 F 的 
单扩张域，即又因为 〆 一 I 没有重零点，所以《 
是 f 的可离元，子是是，的可离域.但的任意子 
体 K 都包含 I 所以 G /( 〆 ) 又是 K 的可离域. 

下面，我们来讨论 GiW ) 的乘群 • 因为乘群中元是多项式 

— ^的零点.我们从一般情况开始. 

定义假设 f 是域^的单位元4是正整数，那么 

f(x)=^-e 

在厂 的扩张体中的零点，叫做，的 A 次单位根，有时简单地叫做 A 
次单位根. 

当 A 不能用 f 的特征数户整除即;^ 与户互 质或户= 0时，因 

为尸显然/⑴没有重零点，因此在/⑴的分裂域 
中， A 次单位根恰有 A 个. 

阶数是 A 的 A 次单位根，叫做 A 次本原单位根.我们知道，假 
如“是 F 的 A 次本原单位根么是 A 次本原单位根的必要充 
分条件是 m 与 A 互质， B 卩 (? w , A ) = l . 因此， F 的 A 次本原单位根 
的个数等于 〆 A )* 假如 A 能用 〆 #0) 整除， A = g〆 ， (心户 )=1 .因 
为？一 X /一])'所以这时，没有阶数是 A 的单位根，也就是 
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说没有 A 次本原单位根.因此，如果^含有 A 次本原单位根，那 
么 A 与 f 就互质 - 

在§ 2. 2中，我们得知复数域中 n 次单位根成为 n 元循环群， 
这性质 在一般 域中也成立- 

定理5假定 A 是不能用域 F 的特征数整除的正整数> 那么 
在 F 的适当扩张域中， F 的所有 A 次单位根组成元数是 A 的循环 
群* 

证明假设那么 

( 咕 ‘ 1 )^ 々-^， 

因此 一 一 e 的所有零点对乘法形成为群 G ， 这时 G 的元数显然是 
A ■下面证明 G 是循环群_ 

我们把 A 分解为质数幂的乘积，即 A 二; ft 於.假如在 G 中我 

r»l 

们能够找到阶数是灼的元〜，由§ 2. 2习题就是 G 中 

阶数是 A 的元，因此 <?=( a ), 于是 G 就是循环群 • 

由§ 3 .10,我们知道打次多项式在域中零点不能多于《个，因 
此多项式 

x 7 { — e ^ 

在 g 中最多只有会个零点，于是 <；中最少有一个使 d 右的元 

我们把&写成〜，即 ^ = 因为 = h 所以由 

§ 2 . 2 习题的阶数是沖的因数，但 

af ^ 1 =以六， 

因此^右， s ,< 〜 于是山 的阶数是仲,所以定理得证 ■ 

在上定理中，如果 A 能够用 f 的特征数户整除，即 
( g ，/>) = l ， 因为？因此 F 的 / t 次单位根是 g 次单 
位根，所以 这时厂 的所有 A 次单位根只有 9 个，于是上定理中的 G 
是分元循环群. 
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由上定理的证明，我们容易得知 G 所以能够成为循环群是因 
为其中满足的元不多于^■个 • 反过来，假如 G =- GO 是《元 

Pi 

循环群 ⑽是” 的任意因数，显然其中满足/ = e 的元只有^_， 

…， •因此《元交换群 G 是辑环群的必要充分条件 
是:对 于《的任意因数 m ， G 中满足 〆 的元不多于 m 个■在 

§2.2 中我们给出了循环群的一个必要充分条件，这里我们又得 
到另一个必要充分条件 [9] . 

现在 拜们引 用上面的结论，推得下面伽罗瓦域乘群的一个重 
要性质 ■ 

因为 GF (^) 的乘群 G 中巧都是多项式的零点，由 
定理5,我们得知 G 是循环群，艮 (i 
定理6有穷域的乘群是循环群. 

这是有穷域的一个童要性质+ 因为” 元群中>1个元是互异的 
n 次单位根，由§ 3. 10定理3及上面定理 S , 我们又可以把这性质 
推广到任意域，也就是说，任意域的乘群的有穷子群都是循环群. 
此外，对一般非交换体，我们还有 

定理 7 假定尺是恃征数为 〆 #0) 的体是它的乘群的有 
穷子群，那么 G 是循 杯群. 

证明假定 F 是尺的 质域， 

， gAG} 

显然，1对加法、乘法都是闭合的，因此 i 成环，再因为 F . G 都是 
有穷集，所以 i 就是有穷环，于是， L 是元数为有穷的无零因子 
环，因此 L 成体，即 L 是有穷域.所以 L 的乘群是循环群，显然 G 
是乘群的子群，因为循环群的子群是循环群，所以 G 是循环群，证 
毕， 

对于一般特征数是0的体，这性质不一定成立 [1 。 ] .譬如四元 
数体的有穷子群 { ± e ， 土 V ，士乃士 *} 就不是循环群. 

下面我们来怔明魏特邦定理.先介绍分圃多项式，以备引 
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用* 

假定6，…^是 a 次复数本原单位根，那么 
叫做《次 分圆多项式 . 由计算得知， 


^ 3 U)-^+.r+l^ 4 (x)=^ 2 +L 

再我们有 

d\n 

式中^取〃的所有正因数，这是因为任意《次单位根桌某个 d 次 
本原单 位根. 反过来，任意^次本原单位根都是《次单位根.又 
分困多项式屯 u ) 的系数都是整数，这是因为， AU )= z - l 的系 
数是整数，如果对于 0< d ◊烏 (: r ) 的系软是整数，由§ 3. 5,我们 

得知用首项系数是,1的整系数多项式 Hag ) 除整系数多项式 

/ — 1得到的商軋 Or ) 仍然是整系数多项式. 

因为冽》， 所以 〆 一 1=免(:*:)(/— 1) 及 U )， 即 


必（ X ) 


〆 一】 
V _1 


又假定 g 是不小于2的有理数，如果 n = l , 那么 

I 色(分 ）I —q — \% 


如果〃> 1，我们命 f 是《次复数本原单位根，显然 

\q — ?\>\q\ — \?\=q^l^l 

因此 

I企 ■⑷ 卜 IX \ q -( i \> q — l . 

r«-l 

最话，我们引用上面的性质来证明魏特邦定理.这定理是 
1905年魏特邦首先证明的，此后再来证明的颇不乏人，下面叙述 
的是1531年威特 (E, Whuigil 〜)提出的一个初等证明 
定理 8<Wedderburn ) 有穷体是域. 

假设 K 是有穷体, F 是它的中心,(欠 * = 是 A： 中任意 
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非零的元，显然， K 中所有与 a 能够交换的元集合 

L = {;r |: r 6 尺， 

形成一个体，并且假定 >'的元数是 g , 那么 K 及 i 的 
元数分别是这里 rf=a : F ^ dln - 如果我们能够证明 
”，那么因此于是尺就是 域了， 

我们用反证法来怔明 .假定 心那么《:>1，我们把 K 的乘 
群分为若干个共轭类 * 我们知道，如果那么 a 自身成为一 

I 

共辑类，如果由§ 2. 4得知 a 所在的共轭类的元数是 q ， 
这里于是 


—1=9 — 】+ S 

< i、n q 1 

因为屯 Or ) 是/一 1的因式，并且当时，武 Gr ) 不是 〆 一 ] 的 


一 1 


因式，所以/ 1及都能够用也 Q) 整除，因 此？一 


1 


也能够用屯 (?) 整除，这与时， | 軋 Q )|> g _ l 的性质 
不合，因此所以定理得证 • 


1945年贾柯勃逊 (N. Jacobson, 1910〜）有这样一个定 理:假 

定对于环丑中任意元〜存在与 a 有关的整数 n (d>〗， 使 W> = 

a， 那么 i? 就是耷换环 [l2] . 这定理可以说是上面魏特邦定理的推广 
. 1954年赫尔司顿 (I. N. Herstain，1923 〜)有一个初等证明+1971 

年温沙 a W. Wansley) 另有一个初等证明⑴\上面的贾柯勃逊定 
理只是环为交换环的一个充分条件面不是必要条件，并且是一个 
很苛刻的条件，就是最普通的整数环也不能适合，1叩7年赫尔司 
顿给出一个必要充分条件， D 59 年富永久雄 (1927 〜）对这有所推 
广， mi 年贝尔 (H.E. Bell) 又有推广[乂读者如欲知其详，请取原 
始资料参考 • 


习题 5. 8 


试证费马 ( P ， D ， Fermat ， 1601 〜 1665) 定理: 
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这里/是质数^是任意与户互质的整数- 

2. 极如 f 是特征 数为# 的质域，〃是列>]中 m 次既约多项式 /Lr) 在 
中的罕点，试证W 2 ，…，/ = «是/Or)的全部零点• 

3- 试证伽罗瓦域是完全域- 

4. 假如/：是特征数为 f 的伽罗瓦域4是其中任惫元 f 试证在 K 中^ 
的户次根只有一个 

5. 痕定尺是有穷域，特征数垆2,〜身是尺中两个非零元，那么在 /C 中 
有元使得1 +伽 1 +胂= 0. 

6. 试证分圆多项式办 (工) 是疋规式. 

1 ' 试求作 CF(30 的加法及乘法表. 

§5-9 超越扩张体 

我们知道，域 F 的扩张体如果不是〃的代数体*就叫做 〃的 
超越体*前面五节讨论的主要是代数体，这节我们来讨论超越 
体*我们这样来讨论，把 F 的超越体看成是某 F (财)的代数体，这 
里集合 M 中无当然是 F 的超越元》因此，使用的方法及得到的结 
果都与 §5.4 中讨论枚数体的类似.在讨论代数体时，体的次数 
及基底是两个基本概念，现在我们需要与它们类似的概念，因此首 
先我们把线性相关、线性无关的概念来摧广. 

假定^是尸的扩张域 K 中元， M 是/ C 的有穷子臬，如果《是 
域的代数元，琿么 ** 叫做关于 F 与 M 代数相关，否则就叫 
做关于 F 与 A / 代数无关 ■ 

根据定义，我们容易得知，《关于 F 与 A / tNi ，…， 〜} 代数相 
关的必要充分条件是是多项式 

n 

2/八《1，…，《0工'，人(奴1， 4 “ yU m )^0 

r = 0 

的零点，这里，(工1，…， h ) 是 F [> i ， …，中元 ■ 

假如 M 中有一元关于 F 与财 中其余元代数相关 _* 那么 Af 叫 
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做关于 F 代撖相关，否则就叫做关于 P 代数无关.于是 P 的代数 
元关于 F 代数相关 iF 的超越元关于 F 代数无关. 

显然，假如加关于^代数无关，那么 W 的任意子集关于 f 代 
数无关;假釦 A / 关于 F 代数相关,那么任意包含 M 的有穷集关于 
^■代数相关.再假如#关于 F 与财线性相关，那么《关于 F 与 
M 代数相关 I 假釦财关于 P 代数无关，那么 Af 关于 F 线性无关 • 

. 下面是代数相关的基本性质*这些性质也是%线性相关具备 
的 ■ 

假定那么 ** 关于 F 与财代数相关 ■ 

这是因为 w 在 F ( M ) 中，所以是关于的代数元，因此 
«关于 F 与加代数相关. 

2 - 假定关于与似代数相关，但与{叫 ，… t 
代数无关，那么关于 F 与代数相关. 

这是因为 U 关于 F 与 A / 代数相关，所以我们有 

r 

2兑心1，”.，知）以 ==0 ，/^(«1广*，《0尹0- 

«»0 

我们把上式左边多项式写成 W * 的多项式，…， 

就得到 & 

< 

T = 0 

因为 V 关于 F 与{叫，…，代数无关，所以，对于任意 〜不是 

沿 ( Wl ，…》<^_〗0)必0，便是互 .( h ，…，关于 D 恒等于零，即 

&(〜，…，的系数都为零 * 假如所有的於乂《。… 

¥0,那么 

r 

> )C U 1 ，•’ * ， f 

r*l 

因此 /；( A ，_，，， b ) = 0, 这与假设不合，于是所有的 Ah ,..., 
W 不能完全都是零，所以 关于尸 与“:，…，代数 
相关. 



190 


域论 


[第 S 章] 


特别，假如关于是超越元，井且与片代数相关，那么及关 
于/^与《代数相关 . 、 

3-银定关于 f ^与 M 代数相关，并且 M 中任意元与 W 代数 
相关，那么 t 关于 F 与 N 代数相关 ■ 

这是因为^是的代数元时，它当然也是的代 
数元，因此是的代 数域. 然而是 
的代数域，由 §5-4 定理 2 ，KAf ㈤ 是尸 W ) 的代数域， 

所以 u 是 F ( AO 的代数元，因此 r 关于 F 与况代数相关. 

4 , 假定关于 F . M 代数无关，但 MUu 代数相关，那么《与 M 
代数相关+ 

这是因为关于 F , M [ Ju 代数相关，所以 M \ Ju 中某元 r 与 M 
— w 代数相关.如果〜那么《与 M 代数相关;如果“尹〜 
那么 i ^ M ， 因为 M 代数无关，所以 r 与 M - v 代数无关，因此由 
2，《与财代数相关.. 

5. 假定关于 F ， 有穷集 M 代数天关，并且 Af 中任意元与有穷 
集 N 代数相关，那么 M 的元数不大于 N 的元数，即 | M 1 < IAM + 

这是因为关于 A 在中显然有代数无关的 IA / I 元子 
集，因为 M 就是这样的子集*在所有这些 | M | 元于集中，假设 
是含 W 中元最多的一个子集，并且假定这最多元数是 O 0) .假 
如我们命《是中而不是\中元，■^是 W 中任意元, 
如果 <财'一《，那么。与 AT — «代数相关;如果 p 吞从一《,因 
为 IMI 元子集 ( M ' — 含 N 中 n + l 个元，根据 n 是最大的假 

设，我们得珅0^ —«) Lk 代数相关，但 M «代数无关，由4我 
们也得到〃与^ 一《代数相关，这就是说，无论如何〜中任意元 
与^一《代数相关.因为 “6 Af ， 根据假设《与\代数相关，于 
是由3，《与 W 代数相关，这与代数无关的假设不合，因此 

所以于是我们容易得知 M 中关于 F 不同的 
最大无关组的元数是相等的 • 

上面的 A / 都假定是有穷集，假如 M 是无穷集，如果 u 关于 F 
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与 M 的任意有穷子集代数无关，那么 w 就叫做关于 f 与 W 代数 
无关;否则，也就是说，《关于 F 与％的某有穷子集代数相关，那 
么《就叫做关于 f 与 M 代数相关.再如果 M 中任意有穷个元关 
于^都是代数无关，那么 AT 就叫做关于 f 代 数无关 〖否则，也就 
是说， AT 中某有穷个元关于 P 代数相关，那么 M 就叫做关于/代 
数 相关. 这与向貴空间中无穷个元线性无关，线性相关的概念完 
全一致. 

下面是代数无关的一个棊本性质. 

我们知道，一个元关于^代数无关的必要充分条件是它不适 
合 fb ] 中任意非零的多项式.一般这性质也是成立的. 

定理1 元集合 A /= U ,， …， 》■) 关于 F 代数无关的必要充 

分条件是对于 f [> i ， •■*，〜]中任意元 /( m …，；），如果 
…：*) = 0,那么 

即 x ») 的系数都是零. 

证明假如当 / Ui ， …，《«) = 0时， /(■ r〆 . .#») = ()，显然 Af 

中没有一元关于 F 与其余元代数相关，所以 M 关于 f 代数无关， 
因此条件的充分性成立. 

再假如财关于尸代数无关，并且…〜= CK 命 

n 

/(々，”■，■!：„)= ，… ，■^ -1)4， 

x=0 

就元“的个数用归纳法来证明 /( A = 当元数=1时 j 
是 F 中元，因为 W 关于 F 代数无关，所以尸= 0,因此 
所以元数=1时条件成立 * 假定元数=»( —1时条件成立，因为 Af 
关于尸代数无关，所以 = 又因为〜， 

关子 F 代数无关，根据归纳法的假设，我们有乂以，.^ 
= 于是/(々，•“，〜）= 0*于是条件的必要性 （V m^N) 
成立， 所以定理得证 ■ 

于是 m 个元如果是代数相关，那么它们之间有代 
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数方程相 联系; 如果无关，那么它们之间不存在任何代数方程的联 
系. 

假定 Um …，关于 F 代数无关 ，心是 F 的未定元， 

显然 

/(■ T 】 ，… ， X a )— 

是多项武环，…，％]的同构，于是它们的分武 
域八〜，…，，…也同构,也就是说 

尸 （ A ，… ，:，…，《„), 

因此代数无关的元我们可以着成未定元，它们之间可以不加区 
别* 

上面，我们介绍了代数相关、代数无关的 i 本性质，现在我们 
来讨论超越扩张体- 

定义假定 K 是 f 的扩张域，那么 k 中关于 f 代数无关子 
集的最大元数，叫做 K 关于 F 的超越次数.假定 M ={ u ,^, u m } 
是尺中关于 F 代数无关的子集 ，如果 A 中任意元关于 F 与 M 代 
数相关,那么⑷， +••,«„ 叫做 K 关于 F 的代数底. 

因为 F 的代数域中任意元关于 F 代数相关，所以 F 的代数域 
关于 F 的超越次数是零，因此它没有关于^的代数底.反过乘也 
成立，这就是说， F 的扩张域是代数域的必要充分条件是它 关于厂 
的超越次敢是零. 

再在 F 的超越单扩张域 f Or ) 中 d 关于 F 代数无关，任意元 

“ ，因为叩 (#)—/ U ) = 0, 所以《与: r 关于 f 代数相关，因 

此^栽是关于 F 的代数底•再由5，用反 S 法得知打： T ) 中 
任意两元关于 F 代数相关.因此 FOr ) 关于尸的趙越次数是 1. 
若{々，…， x _ 卜关于 F 代数无关，则 尸的 超越体，…， x s ) 关于 
F 的超越次数是《，并且 A ，”就是它关于 F 的代数底. 

依定义 K 关于 F 的超越次数是 K 中关于 F 最大无关组的元 
数，由5这最大无关组就是/：关于 F 的代数底.于是，我们有下 
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面与 §4.1 定理3类似的定理 ■ 

定理2 / C 关于 f 的代数底的元数等于 K 关于 f 的超越次 
数- 

于是同代数域一样1 一般超越域的各个代数底的元数都相等， 
它们都等于体的超越次数. 

我们知道在 f 的扩张体 K 中•除 f 中元外，如果没有 f 的代 
数元，那么 K 就叫做 F 的纯超越体.添加 F 的超越元于 F 扩张 
的体当然是 F 的趙越体，但它是否就是 f 的纯超越体？ 

我们先来考虑趙越单扩张域 FCr). 因为其中任意元《是系数 

为 F 中元的: t 的有理函数，假如命|* = ^,这里 /(：T),g(r) 是 

Fb] 中互质的多项式，根据§ 3* 9定理 7,/ Oc)，Wz) 除 F 中非零 
元的因于外，由《唯一决定，因此它们的次数也是由《唯一决定， 
我们叫 / Cx) 的次数中较大的做《关于 F 的超越次数. 

定理3假定 w 是 F 的超越单扩张域中关于 P 超越次 
数 n >0 的元，那么《是 F 的超越元，并且是 FU) 的《次代 
数域. 

/( 工） 


证明假定 




，这里/( I )，贫( I )互质，因为叫 Cr ) 一 


/U> = 0, 所以2是 F(w)〔y] 中多项式~(30=叹(30— /(：y) 的零 
点 * 但 Ay ^， g ( y ) 的次数都<«，并且至少有一是 t 面《又不是 f 
中元，因此 A(：y) 的次数是 n . 假如我们还能够证明是既约 
的，那么X是 F(«) 的《次代数元，因此, fG) 是 f ( U ) 的次代数 
域 * 显然，《是 f 的超越元，因为不如此，: T 就是 f 的代数元了 * 
假如 My) 在 FU)b] 中是可约的, A(jO=My)M：v) ,设 

<2 C 

这里于是 

fJC 

h(y)=kiu^y)^^h 1 (uiy)h i iu9y) 

因为所以在 F[ W ，：y] 中，我们有 
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A (u ， j) = 务 1 (u 是 〆 《 


因为&(30是《的1 次式，所以中有一个只含 V 
而木含I 设 h(tt，：y)=^ 2 (>0* 于是是 2(30 |A(«*：y)* 因此 

k2iy)\f(^^ t (yy\gCy), 


即 hO ) 是的公因式，这与 / U)，^W 互质的假设不 
合，因此 My) 在 F(«)I>] 中是既约的.这就是说， x 是 FU) 的 n 
次代数元，于是走理成立> 

特别当 《=1 时，&然这就是说， F(x) 中任意关 
苄 f ■超越次数是1的元都是 FU) 关于 F 的本原充.显然， F(x) 
关于 F 的本原元也只能是这样超越次数是1的元*因此我们得知 
u 是 FU) 关于 f 的本原元的必要充分条件是 


u 


ax+b 

cx+d 


， ad 一 bc ^ O . 


因为在中除 F 中元外，任意元关于 F 的次数>零，由定理3, 
它是 F 的超越元，因此 FU) 是 f 的纯超越扩 张体. 一般有 

定理 4 假定关于域 F 代数无关，那么 F 的超越 
，…，心)是 F 的纯超越体 ■ 

证期我们用归纳法来证明.当《 = 1时，定理成立.假定 

时定理成立1我们命《是尺中关于 F 的任意代数元，因此 a 
也是 Fh ，…，‘〗>的代数元，并且 K 是…，： th ) 的纯超越 
体，所以《6厂(々，…， A 」)* 再由归纳法的假设，我们就有 
这就是说，尺中 F 的任意代数元是 F 中元，因此 K 是 F 的纯超越 
体，所以定理成立. 

假定尺是 F 的扩张域， 《i，+"，w 是它关于 F 的代数底，那么 
K 屮任意元是1=八 叫 ，…， O 的代数元，因此乙是 K 中次数最 
大的 F 超越域，并且 Z 又是 F 的纯超越体，于是我们得知，尺可以 
先自^纯超越扩张，然后再代数扩张而成.这与§ 5. 4中任意扩 
张域可以先代数扩张再纯超越扩张而成的步骤恰相反. 

最后我们介绍鲁洛斯 (J. LiKroth,l 844 〜 1910) 定理,它在几 
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何上还有重要的应用. 

定理5観定 i 是 F 的超越单扩张域与 F 的中间 


体 ，并 且异于 厂即尺 那么 L 是 F 的超越单扩张体. 

证明假定《是在 L 中而不是 f 中元 * 因为 r 是 FU ) 的代 


数元》所以也是 i 的代数元，我们命 


是丄 b] 中^适合的既约多项式*因为印是I的有理函数，所以 
我们有 々OOeFOIU 使 /Cr,；v)=Kz)g(3r> 是 nhj] 中元，并且 
/(X4) 写成: v 的多项式时，它的系数的最大公因式是1，就是说， 
/(A 30 是的本原多项式 （ § 3. 9),/(:r，：y) 对于: r 的次数假定 
是％对于:V的次数当然是 《. • 

因为 CLO) * 丄 ）=n •而尤(丁）=笋(: F), 所以 （ fL ) i L) —71. 

假如 i 中有关于 F 超越次数是 n 的元〜那么由定理3， 

(Fix) i F 00 )= n , 

但 L 3 尸00,所以是 F 的趙越单扩张域*证毕. 

因为 Z 是 F 的超越元,所以发(30的系数〜不能完全都是 F 
中元，我们假定七不在 F 中，并且把七写成 

pix) lix) 

内 严 职， 

笔里〆 d 与互质.因为对于 j： 的次数是讲，所以 
/UM(x) 的次数都 <m， 因此〆 x)w(d 的次数也都 

再因为〆:V)—叫(>0是 Z4：：y] 中: r 适合的多项式，所以它能用 
整除，于是我们有 


因此 


户 Cv ) -衰势 T ( 7 ) = K :) 茗 ( J ) 


心秦， 夕)， 


g ( x ) 〆 ^；)- 户 Cr ) 殳(: y )= 培祟舍 (： r ， 30 /(:，：> 0 . 
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这里 /(U) 同 /Or ， 30 —样是中本原多项式，由 S 3, $习 
题6，我们得知两个本原多项式 Kz，y)，/(U) 的乘积〆 A W / 
(z，30 仍是 F[x，：y] 的本原多项式，所以 jU)々(x)M：c)rCr). 因此 

qix ^ piy ^ pix ^ qiy ^^ hix ^ y ^ fix ^ y^y 

A(x，;y)6F[x，：y]， 

这时左边 对于工 的次数不大于 m ，而右边 /(u) 对于 x 的次数是 
m， 因此，左边对于 J 的次敢也是批，所以 A(x >： y) 不含: r, 即右边没 
有是 FDO 中多項式的因式.假如含 y， 因为左边是 x，j 
的对称式，所以: t 的多項式 A(n) 是它的因式，这与上面矛盾， 
因此 AU，j) 又不含 > 于是 A(u)=A€f， 即 

H} (: c')p(y)— p(j ： )q(y\=hf {x 3 y), 

由的对称性，我们得知 /OroO 对于^的次数是 m， 所以 m = 
因此〆工)叫 Or) 中至少有一是:* :的彳 次多项式.于是 P 的趄越 
次数是〜所以定理得证* 

由上面的证明，我们又知道中不是 f 中元 的系敢 都是关 
于茗的本原元- 

这结论在超越次数是2时只有在一定的条件下才成立.在超 
越次数大于2时即使 F 是代敢闭体也不能成立，也就是说鲁洛斯 
定理不能推广. 

把这定理与 S 5. 7定理4合并，我们就得到： 

定理6域，的任意单扩张域与 F 的中间体是 F 的单扩张 
域 * 


习题 5- 9 

1- 假定 尺关于 1的趣 tt 次数是 m ， L 关于 F 的趙越次数是试证 X 关 
于 f 的超越次数是彷+ «. 

2 . 假定 f 〜 W 关于 F 代数无关，试证 U 3 + W + W 关于尸代数无关，并 

且 : 

iF(utv) 1 尸 (*^’ + W + u)) = 6* 

3. 怎样的对应是不使，中任意元变动的自同构+ 
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群 论 

群的基本概念及基本性质在第二章已详细介绍，这章主要是 
讨论群的构造. 

§ 6. 1算 子 

由§ 4. 1我们知道向童空间是一个加群，它除了有它自身的 
加法结合法外，还有与另一集合的乘法结合法 I 祺也是如此.现在 
我们根据这把中群的櫬念来推广.首先引人这个概念的是 
克努尔 （ W . KmlU 1889 〜）及诺特尔 ( E . Noether ， 1882〜 1935). 

定义1假定 G 是群， M 是集合，如果对于 A / 中任意元 
中任意元 d 4有 

那么 A 叫做 C 的（左)算子， M 叫做 C 的(左)算子集叫做带 
(左)算集 M 的群，有对又叫做 M - (左)群，或简单地叫做带算群* 
曹如，任意整数 n 是交换群的算子*再假如 R 是环，其中任 
意元是 A 看成加群时的一个算子. 

我们容易知道群 G 的自同态是 G 的算子，因此任意群都有算 
子集，也就是说都可以看成带算群.如在第二章那样不考虑算子 
集的群，我们坷以说它的算子集是空集或者就是一个恒等同态 - 
煆如 M 是群 G 的算子集，; I 是 M 中任意元，显然知是 G 
的自同态，因此 M 中任意元可以看成为 C 的自同态，也就是说 M 
是 G 的自同态集合 • 但要注意的是，算子与同态是有区别的，两 
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个不同的箅子可能是同一个同态.譬如整数集2是加群&的算 
子集，但巧= 6.即3、9二数虽不相等，但它们作为同态是一致 

的.根据同态的性质，我们得 

= 

假如加群 G 的算子集是环/；，那么对于中任意两元我 
们要求 

iu-\-v^a=ua-\~va , iuv^a^u Cva) ^ f G* 

因此 {u — v}a = ua — vay 0 a = 0. 

如果 有单位元 e ， 我们还要求 

ea=a > 

也就是说 A 的单位元是 G 的单位算子，于是整数环 Z 是交换群 
的算子集* 一个环是以自身做带算集的加群.第四章讨论的 F 
空间， F 的代数以及 A 模都是带箅加群 • 

假如 G 是带算集 M 的群 .，它的子群不一定虫是带箅集 M 的 
群*如果 G 的子群 H 是带算集 Af 的群，也就是说，对于中的 
任意元 A ,// 中任意元 A * 


Xk^H, 

那么 H 叫做 G 的带算子群.带算子群又是正规子群时，叫做带算 
正规子群- 

群 G 的箅子集假如是空集或者只是恒等同态，那么 G 的子群 
都是带箅子群;假如是内同构群，那么它的带算子群都是正规子 
群 I 假如是自同构群，那么它的带算子群都是特征子群.假如环看 
成是用■自身做左算子集的加群，那么它的带算子群就是它的左理 
想. 

同§ £• 3中一样，假如带算交换群的元数是 i 或者是质数，那 
么它是单群.但要注意这性质的逆对一鷇的带算群并不成立，也 
就是说，一般带算交换单群的元数 不一定 是质数，替如有理数域是 
以自身为带箅集的单$卩群，但它的元数不是质数 • 

我们很容易证明，两个带算子群的交以及由它们生成的子群 
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都是带算子群. 

在比较两个带算群，也就是在讨论两个带箅群的同态、同构 
时，我们只考虑算子集是相同的情况_因此当我们比较群及它的 
商群时，首先要讨论，对于带算集 m 的群，它的怎样的商群也是带 
箅集 A / 的群，这时 A / 与这商群的结合法又该怎样？ 

假如 H 是 G 的正规子群 d 是 M 中任意元，如果2又是商群 
G - G /// 的算子*那么 


因此对于 H 中任意元 A , Me //， 所以 H 备 G 的带算正规子群. 
再因为 


Xi ： ah)=^a • AA 云 Aa ， H,aeG,h^H t 

所以 MaH)^Aa * H, 

于是我们就有 

( 1 ) Ka — Xa^ 

这就是说， h 是如所在的陪集石.根据这关系，我们有 
^(ab)~^{ab) — X{ab) =Aa * Ai—Aa * * XB, 

因此，假如 G 是带箅集财的群，//是它的带算正规子群，根据 
(1) ，那么 G / H 是带箅集 A / 的群. 

显然，这时 G 到 G 上的同态 a— 5具有性质 

ht-^ka. 

引用上性质，我们可以把在第二聿介绍的同构、同态等概念推广到 
带算群上来. 

定义2假如 G，G< 都是算子集为 M 的带箅群, cr 是 G 到 G 
上的同态，对于 M 中任意元 A， 当 a+J =(T(a) 时，如果知 —Aa' , 
也就是说 


那么。叫做 G 到 G 上的带箅集 A / 的同态，或简单地叫做带算同 
态，这时又叫 G ， G f 是带算同态+带算同态映射是双射时，叫做带 

算同构- 
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线性代数中， K 向量空间 V 的线性变换就是把 V 看成带算集 
K 的加群时的带算自同态- 

于是，前面的就是 G 到 G 上的带算同态 ■ 

我们知道 G 的算子集中元可以看成 G 的自同态，由 
二 AO ( a )) 就有因此 ( fX = Aa t 子是 ， G 的带奠自同 
态0能够与 G 的算子 A 交换 ■ 

假如群的算于集是空集或者是恒等同态 * 那么它的子群都是 
带算子群，同构、同态也分别都是带算同构、带算同态，因此， §2*5 
中定理对这种算子集言都一一成立 * 在一般情形时泡能如此 ■ 

假如都是带算集财的群^是 G 到 P 上的带算同态，五 
是 G 的单位元/的完全象源，也就是带算同态核.因为五中任 
意元 〆 ，那么 

Ae^Ae 1 ~e f *A6Afj 

所以私于是 L ' 是 G 的带算正规子群.因此 G 的象 WG ) 是 
G 的带算子群4的词态核£是 C 的带算正规子群 • 

于是 §2. 5的定理2这时也成立.又因为是 G 到5上 
的带算同态，所以 §2. 5的走理4、定理5这时都 一一 JS 立. 再我 
们得知，当群是带算群时，只要子群，同构、同态等都是带算的，那 
么§ 2* 5中的定理都能够 一一 成立.此外，§ 3. 3的定理1这时也 
成立 • 但要注意，因为带算单纯加群不一定是元数是质数的循环 
群，所以它的同态环一舣只是体而不是域， 

因为义模财是以及为带算集的加群，所以财的同态、同构 
指的都是带算同态、带算同构_又因为 A / 的子模都是带算的，所 
以这时,§ 2. 5中走理都能成立，也就是说对于模，§ 2, 5中定理都 
是能够成立的 

为了简便，在后面我们把“带算”两字一律省去不写，说群就是 
指带算群，因此子群、同构、同态等也都是指带算的而言，并且群的 
算子集都相同 - 

环对加法成群，因此对加法，它具备群的各种性质，但这只考 
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虑了加法而没有涉及另一个基本运算乘法，所以这样的性质不能 
显示环的特征-假如把环看成以自身为算子集的加群，这样既考 
虑了加法同时又考虑了乘法，得出的结果一般铘是环的特性，因此 
带算群的理论在讨论环时是非常重要的- 

要注意的是，环虽然可以看成以它的子集做算子集的带算加 
群，但是环的同态与带算加群的带算同态是有区别的.譬如，假定 
o . 是环 A 中元，那么 


是把 R 看成用它的任一子集做算子集的加群时的带算自同态，当 
a 是幂等元并且在及的中心 Z 0? ) 时,才是环及的自同态- 
下面是环的带算自同态的基本性质. 

定理1假定及是有单位元£的环 K 是把及看成以自身为 
(左)算子集的加群时的带算自同态，那么及中存在着唯一元 I 使 

r(r)=^ratr&R f 

这就是说， / e 的任童带算自同态与用及中某元右乘一致. 

证明 假设因为 r 是带算同态，所以 

r(re)—rr(e)—ra r 

即 r ( r )= ra . 再假如 r (^) = r *， 由 当 r = e 时，即得 

因此定理成立 * 

由上面证明我们容易得知 f 当£是/?的右单位元时, r ( r ) 二^ 
仍然成立，只是 a 不是唯一的. 

于是同§ 3. 3习题 fi —样，我们容易证得 
定理2假定及是有单位元的环， F 是把看成以自身为左 
算子集的加群的自间态环，那么 尺与把 逆同构. 

同§ 4 .1中一样，有时为了方便，我们把算子写在 右边. 写在 
左边的叫做左群，写在右边的叫做右群，凡是左群的性质能够同样 
证明也是右群的性质. 

一般，假如群 G 有左算子集财,同时又有右算子集 JV ， 这时如 
果它们中元又满足 
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那么 G 叫做带算集 M A 的群，或者叫做 M - AT 群，当八时， 
我们又叫 G 做复群. 

由定义容易得知 W 可以看成 M - 左群 G 的带算自同态 M 可 
看成右群 G 的带算自罔态，因此如果 M , N 都是乘集，那么 N 
与左群 G 的自同态半群的子乘集逆同构，而 M 則与 右群 G 
的自同态半群的子乘集同构 - 

群 G 的子群如果又是对^^群，它就叫做 G 的带算子 
群. M - N - 群 G 到 M - N - 群 G 上的同态 a ，如果又满足 

那么 )pty 

因此。 叫做带算同态.这时§ 2. 5中定理及§ 3. 3定理1都同样 

能够一一成立. 

假如只是有单位元 f 的环， T 是把 R 看成 A 复群时的带算自 
同态，因为 t ： 也是把 K 看成以自身为左算子集加群时的带算自同 
态，由上面的定理1 ， Kr )= r 〜 同样，因为 r 又是把只看成以自身 
为右算子集加群时的带算自同态，所以 

r ( r ) — r (^ r )= r ( tf ) * r =^ ar t 

于是这就是说， a 是/?中与 K 的任意元能够交换的元，因 
此《在中心 Z ( IO 中 * 反过来 Z ( JO 中任意元显然决定 / t 的一个 
带算自同态，子是 K 的带算自同态环与 Z { R ) 同构. 

我们知道单环有单位元时,它的中心是域 （ § 3*6 习题 10), 子 
是我们有与§ 3* 3定理1类似的 定理. 

定理 3 有单位元的单环假如看成是自身的复群，那么它的 
带算自闻态环是域 • 

同群一样，环也有所谓带算环，假如 R 是环, M 是集合，如果 
对于 M 中任意元 A , ft 中任意元 a 

知6及， A (这+6)=如+姑，如 ）6=^( 祕）， 

即末 A 叫做及的（左)算子， M 叫做 R 的（左）算子集, K 叫做带 



[§6 - 2] 同构定理 205 

(左)算集 M 的环，有时又叫做 M ， 环，因此 F 的代数就是 F - 环， 
要注意的是这时 a —如 不是环及的自同态，这与关于群的不一 
致， 

在讨论带算环时，我们就要考虑它的带箅子环，带算理想以及 
带算同态、带算同构等，这些我们都不详细介绍了. 

习题 6. 1 

1. 试证带算同态把带算子群仍然变为带算子群. 

2. 试证带算循环群的任童子群都是带算子群. 

3 -试证带算对称群 A 的正规子群都是带算正规子群 ■ 

4 .假如群 J 是带算群 ，那么 它的换位子群 C 是带算子群. 

5 - 在由有理数对 (A ， A) 形成的环中 （ § 3. 1 习 ® 2)，由（1，0>及(0，1)生 
成的两个趣想是看成环时的同构，但不是看成加群时的带算同构，这是为什 
么？ 

6. 假如把域/■的 n 维向置空间 K 看成为带算集 F 的加群，试证 V 的自 
W 态环与全矩阵环&闻构. 

§6*2 同构定理 

在§ 2_ 5中我们介 途了群 的一个同态基本定理，这节我们来 
介绾三个群的同构基本定理，它们在应用上都是很广泛的.为了 
简便，群的算子集都省赂不写出，以后三节都是 如此. 

§^5的走理5是的单位元群与它的完全象源的-个重 
要关系*下面的第^同构定理就是表示这种关系对于 G 中任意正 
规子群也能够同样成立，因此第一同构定理可以说是表示两个同 
态群 间商群的同构 关系. 

定理1假定 G ， G 是群， G 〜薄么在 G 中的 
完全象源釕<0,并且 

G/H^G 1 /H f t 

证明因为 G 〜 G ，， G f 〜 GV / r ，所以 G 〜 GV //，. 由第二 
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个同态关系，我们得知 GVH' 的单位元在 CT 中的完全象源是 
由假设，只'在 G 中的完全象灑是 H， 因此 GViT 的单位元在 
G 中的完全象源就是 H， 也就是说 G 〜 GV/T 时，同态核是 
于是由§ 2, 5定理5 ,KOG 并且 G / H ^ G f W ， 因此定理得证. 

上定理显然是 S 2. 5定理5的推广，因为假如，那么 
E 就是〆的完全象源， G //T 就是 

假如 G - G f 是 H 在 G 中的象，因为同态把正规 

子群变为正规子群，所以 if 要注意的是，这时 if 不一定是 

的完全象源，因此 G/H，GV/T —般不是同构.但它们是同 
态，即 


G/H-G r /H\ 

这是因为，我们把 G 分为 H 的陪集〜 if ， 因为,并 

且(叫万）' ^ a / a / H ! ，所以是 G/H 到 GVH' 上的 

同态 . t 

譬如假如^ = 1，由⑷〜 (a 2 ) 我们容易得知 U ) 的子群在 
(/) 的象是 (dh 于是〜^是它的同态映 
射，因为 (a)/(d) 二 = 两者元数不同，显然不 
同构，其原因是(V)在00的完全象源是 (d)](d). 

怎样的象板才是完全象源？假定 G 〜 G'，£ 是它们的同态核, 
"'是 G 的子群 H 在 f 的象是在 G 的完全象源.因为 
邱 的象是 H 1 ， 所以 if 也反过来；因为中任意元*与 
H 中某％ A 在 G 1 中有相同的象，所以 h -' k 的象是单位元，于是 

即是 eA £ ，因此所以这就是说 
是 i / 与同态核 i ； 的乘积 ME . 假如 丑 那么 H 就是 // f 的完 
全象源了 + 

假如 K，H 都是群 G 的正规子群，并且欠因为 

G - G / H , 

而尺在 G/H 中的象是 尺 /H， 所以 K / H 是 G/H 的正规子群.又 
因为 K/H 在 G 中的完全象源是尺，由走理1，我们有 




[§6,2] 


同构定理 


207 


(1) G/K^(G/H)/(K/H). 

下面是我们的第二同构定理，它表示一个群中两个子群的积 
与它们的交之间的同构关系* 

定理2假设 尺是群 G 的子群，并且 // OC 那么丑 
OX 并且 

证明假定 X 在 £?-=(?/// 的象是尺，因为尺〜尺，并且同态 
核是 k 门仏所以疋 2 x /( xnm - 又因为 g 〜 g 的同态核是只， 

而尺在 G 的完全象源是于是由 〜 K ， 我们就有 

Kc ^ KH / H , 


因此定理成立 - 

曹如尺=((1324))，//=-私（§2-3>,因为 
^ = (C12),a4)(23)),Xf|^=Ul), 02)(34)}, 

计算得 KH/H MK QH). 皆元数是2的循环群，二者同构. 
特别，当是单位元群时，我们即得 

也就是说，这时我们简直可以把//消去- 

下面第三同构定理，是査生浩斯在1934年提.出的，也叫做査 
生淮斯定理，它表示四个子群间的同构关系，是第二同构定理的推 
广. 

定理3假设 K ,// 是群 G 的子群那么 
K l ( KfW ，）< j/r ( Kf )^ n ^ H f ( Hf ) K f )<\ H f O / fl / O - 并且 
K f (KC\H)/K f (KHH 1 ^H 1 O/flK 1 )• 

证明 Kf ! 只及 t ( Kfl #) 显然都是 r an //) 的子群. 
再 iccKrwxw (尺门//)这是因为，假如 r «是（<尺0//) 
中任意元，这里 v et ,« exn //， 那么 

k ! U • K f (KflH' ) . *u(KnH f — 

^ K ! )^~ l 

= K f k ft ( Kf)^ f ( xfl # ). 


208 群论 [第6章 ] 

于是根据第二同构定理，我们有 

显然 

假如我们能够证明 
那么 

K r {KHH* )^(Kf]m/CK f R 丑 ）（ 尺 HH '). 

因为在定理中，我们对于的要求，同对于 H ，//' 的要求完全 
—样，假如在上式中把与 H 、 hr 互换， 就得到 

因此定理成立. 

我们容易得知 

CK ! CiH )( KC { H f (尺0孖）， 

(K 1 yGiKf\mf\K r <.Kf]H r ), 

又假如那么 《 既羼于 xnw , 又瀵于 

也就是说， 

a=k f u ， k r eK f ,ueKf]H^ 

因此 ， y e //， 于是 f e 尺， nn ， 所以 aeoc ， 这 
就是说， 

(KCi^nK* tJErtH 1 )^(K l 
于是 (2) 成立，因此定理得证. 

特别，当 JCQH , 并 是单位元群时，我们就得到第二同 
构定理，因此第二同构定理是第三同构定理的特例. 

显然这三个定理对 K - 模也是成立的. 

我们知道，理想对于环与正规子群对于群相类似，在上面三个 
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同构定理中，假如把群改为环，子群改为子环，正规子群改为理想， 
子群的积改为子环的和，那么这三个定理也都成立 D ] * 臀如，环的 
第二同构定理 就是： 

假定 M . N 是环的子环， W 是及的理想，那么是财 
的理想 * 并且与 W —( MflN ) 同构 • 



1. 试用第二同构定理证明对 称群乂 关于私的商群 A / 私与&同构. 

2. 试证在 由排列 但不全 是俏排 列组成的群中*所 有傷祥 列形成指标是2 
的正规子群- 

3. 假如 //， it 是群 G 的子群, t <] K ， 试证并且 

( HnK )/(. Hr \ K ! )^ K / K f 的子群. 

4* 试证环的第二同构定理. 

5* 试证任意有穷域与多项式环 Zb ] 对于某理想 W 的同余环 
同构. 


§6*3 正规群列 


在研究群时，常常要考虑它的正規子群，因此常常引用由正规 
子群及正規子群的正規子群组成的正规子群列.这节我们详细地 
讨论这种重要的子群列* 

群 G 的有穷个子群 G , 组成的子群列 
(1) G=G 0 D “ 二 >(；* = £ 

叫做 G 的正规群列， A 叫做这正规群列的长，这里£：是 G 的单位 
元群， G.OCw 

除单位元群外，任意群显然都有正规群列.譬如 GDIS 就是 
C 的正规 群列. 假如 C 不是单群， H 是异于(？及£的正规子群， 
那么 G ] H ] E 也是 G 的正规群列 • 

商群列 GfGMG •” •”， G*-JE 

叫做正规群列(〗）的商群列+ 
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显然有穷群的商群列中群都是有穷群，反过来也成立， 即一个 
群如果它的商群列中群都是有穷群 * 那么这群也是有穷群 * 

假如 

(2) 

又是 C 的正规群列，如果 G 的正规群列 （1) 中任意子群与 (2) 
中某子群只,相等，也就是说 〆 1) 中任意子群都包含在 (2) 中，那 
么 (2) 叫做 (1) 的加细1显然这时—个正规群列也可以看成 
是自身的加细 - 

一个正規群列如果没有异于自身的加细，就叫做合成群列. 
显然 ，有穷 群是有合成群列的.一个正规群列有时可以加细 
成为合成群列，餐如⑷〕(心)]0^。£就是加细 
形成的合成群列*但也有时不论如何加细终不能使它成为合成群 
列的，譬如00是无穷循环群， 

是它的任意正规群列，如果= 那么之间还存在 
着正规子群(&")，所以这时不论如何加细不能使这正规群列成为 
合成群列.这就是说，无穷循环群 U ) 没有合成群列.因此任一群 
不一定都有合成群列， 一个正 规群列也不一定都能够加细成为合 
成群列 ■ 

下面，我们来讨论正规群列是合成群列的必要充分条件-我 
们先介绍与§ 3. 8中极大理想类似的重要概念以备引用. 

假如 G 是群，是它的正规子群，如果 G 中除 G 及// 
自身外，不再有包含只的正规子群，那么丹就叫做 G 的极大正规 
子群■譬如《个文字上的交 代群儿 就是对称群&的极大正规子 
群*假如如果只是极大正规子群，那么 G 是单 
群-这是因为，假如 G 中有异于自身及单位元群的正規子群尺 r 
因为 G 〜由第一同构定理， K 在 G 的完全象源 K <] G ， 显然这时 
GOKDW ， 这与 H 是极大的假设不合 * 反过来，假如 G 是单群， 
因为正规子群的同态象仍为正规子群，所以 G 中除 G 及 W 外没 
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有包含 H 的正规子群，因此 H 是极大正规子群.于是我们得到 
定理1群 G 的正规子群 H (关 G ) 是极大正规子群的必要充 
分条件是商群 G /// 为单群 - 

根据这定理，上面提出的问題不难立即解答- 
假设⑴是 G 的正规群列，如果它是合成群列，那么 G , 是 
的极大正规子群，因此是单群 • 反过来，如果 Gm / G , 是单 
群，那么 G 是(^^的极大正规子群，因此它就是合成群列.于是我 
们有 

定理2正規群列 (1) 是合成群列的必要充分条件是 GWC , 
是单群，或 G , 是 G , ^的极大正规子群，^1 ，…，I 

由约当-赫尔特尔定理，这些单群由 G 唯一决定- 
一个群的两个正规群列，假如它们的长相等*依照某个顺序可 
以使第一个正规群列的商群与第二个正规群列的商群一对一的对 
应,并且所对应的商群又都同构，那么这两个正规群列叫做同构* 
甓如元数是6的循环群00的两个正规群列 

就是同构，这是因为它们的商群列都是由元数是2及3的两个循 
环群组成的. 

一个群的任意两个正規群列显然不一定同构，下面我们来讨 
论它们加细的同构. 

首先我们来考虑如何加细其长才相等，商群依怎样的 
顺序能够同构？因为(1>的长是 A ，（ 2 ) 的长是/,假如我们在 (1) 中 
每两个子群(；,_ 1 ，&之间都插/ — 1个子群 G ,, 在 (2) 中每两个 

之间都插 A — 1 个子群 i /, v , 郎 假如有 

G t -i =G^^Gii S' 4 * =G^, f = 1 ， … ，是， 

(3) 

片卜产… 产 // w = l ， …，/， 

那么，这两个加细都包含 W 个子群.再因为这时子群列 （1) 的加 
细是 A 个含有/个子群的组，子群列<2)的加细是/个含有 A 个子 
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群的组 • 假如前者第〗组的/个商群順次与后者各组 的第〗 个商 
群同构，即 

(4) 

那么，上面这样的如钿就是祠构的了 • 

我们容易知迸适合条件 (4) 的当然也适合条件(3)， 
但是怎样来挑选适.合条件 (4) 的这些及呢？因为 

我们可以取 


因此条件 (4) 就是条件 

显然，根据第三同构定理，只要我们取 

就行了，也就是说，我们取 

g^gxg^o Mj), h^h^Hj-, f)G t y 


条件 u ) 就告成立- 

再假如那么 Gi 广 i / Gi 产 因此 i / y 反过 
来如果 那么 G rj _, = G ^ 

于是，把这样的 G 。 插人 G ,^， G 之间，删去相等的得到长不大 
于 W 的 (1) 的力卩细，把这样的 H, v 插人^之间，删去相等的 

得到 (2) 的加细.这两个加细显然就是同构的了，因此我们有 F 面 
霣来义尔 (CX Schreier ，1901 〜 192 W 定理. 

定理3 —个群的任意两个正规群列有同构的加细 • 

譬如是元数为12的循环群， 

(<j>3 (ddOOZD (^)3£ 


是它的两个正规群列，虽然长相等，但不同构.这时 

(ti) »Gi — (d*) */^ ] = Cfl 3 ) tGg— 

于是我们有- 


GunG// 产 GotGapC ；】 riH 产 （ 〆 ） ， 
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■ ■■ _ _■. I 丨丨 ■ ■ 1 ll— i+ I ■_ _ _ M 

H u ^H 1 G l =-H^N n =H i nG 1 = ia^. 

因此 

u ) m ( v ) 二^；， g ) 二)( 〆 )=>( 〆 )]£ 

是上面两个正规群列的同构加细- 

据上定理，我们立即得到两个关于合成群列的主要定理 * 

定理 4 一个群的任意两个合成群列同构. 

这定理叫做约 当-鷓 尔特尔定理.因此，一个群加果有合成群 
列，那么它的合成群列的长是一定的，这长又叫做这群的长. 

定理 5 — 个群如果有合成群列，那么它的任意正规群列都 
能够加细成为合成群列* 

引用正规群列，我们也可以把群来分类- 

定义1群 G 假如它有商群都是交换群的正规群列,就叫做 
可解群+ 

显然，任意元数大于1的交换群都是可解群 • 交代群 A 不是 
可解群，因为它是非交换单群. 

再我们容易证明交代群对称群 & 都是可解群： 
又因为正规于群的象仍是正規子群，由§ 2. 3,得知 

S ^ A ^ B ^ C^E , C ,= { l t (12) (34)} 

是对称群&的正规群列，它的商群 

SJA 4 , AJB a , BJC a , C , 

的元数分别是 2 , 3 , 2 , 2 ,它们都是质数，所以商群都是交换群，因 
此义是可解群 * 显然交代群糸也是可解群，于是我们得知：当 w 
不大于4时 A A 都是可解群. 

由上例，我们又可以知道，虽然交换群是可解群，但可解群不 
一 定是交换群.此外，我们还可以知道，可解群的任意正规群列的 
商群也不一定都是交换群. 譬如乂 的正规群列\3£的 商群& 
就不是交换群.但由定理3及上节的 (1) 式，它能够加细成为商群 
都是交换群的正规群列，因此，如果可解群有合成群列，那么，合成 
群列的商群都是交换单群. 
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我们知道，一个群如果其中任意有穷个元生成的子群都是有 
穷群，那么，这群叫做局部有穷群.交换周期群是局部有穷群 * 一 
般 

定理6周期群如果又是可解群，那么它是局部有穷群- 

证明假定 G 是可解周期群，它的正规群列 

GoZDG: ：>• = £ ， 

的商群都是交换群，因为 G 是周期群，所以也是周 
期群 * 因此 G —/ G , 是局部有穷群.于是假如 G , 是局部有穷群，那 
么 Gm 也是局部有穷群（§ 2. 5习題8>.但是局部有穷群，所 
以 G 是局部有穷群.定理证毕# 

我们知道 G 的换位子群是 Z )( G )，£ KG ) 的换位子群我们就用 
D 2 ( G ) 表示，因此 K +1 ( G ) 就是 / T ( G ) 的换位子群.子是，假如 

由§ 2. 3定理5,我们得知 

是 G 的正规群列，并且它的商群都是交换群，因此这时 G 是可解 
群，反过来，假如 G 是可解群》它的正规群列 

…] G 产 E 

的商群 都是 交换群，因为 G / G 是交换群，由§ 2. 3定理5, 
G 的换位子群又因为&/(； 2 是交换群，所以 D ( G 7 )e 
但 DHG ) dKG 〗）， 所以 /) 2 ( G ) S ^- —般我们有 

于是因此我们得下面可解群的必要充分条件* 

定理7群 G 是坷解群的必要充分条件是有某正整数夂使 
£»*( G )=£ ，即 G 有正规群列 

这里 J 6 叫做可解群的长* 

显然，长是1的可解群是交换群，可解群只有长是1时才是交 
换群*因为当时，交代群戌的换位子群是它自身，所以不存 
在使:的々，因 此* 袅5时 ，先 不是可解群 • 

下面是可解群的重要性质. 
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定理 8 可解群的子群是可解群. 

证明假定 H 是可解群 G 的子群，因为 

即/，所以只是可解群，子是定理成立* 

因为当时 ，交代群人 不是可解群，所以对称群及也不 
是可解群.于是我们得知当时都是可解群，当 « S5 
时，都不是可解群. 

定理9可解群的商群是可解群- 

证明假定 G 是可解群，是它的商群.因为 G 〜 G, 
又因为换位子的象是换位子，換位子的象源中也有換位子，所以 G 
的换位子群 /KG) 在 G 的象是 G 的换位子群 IXG ) , BP 

V(GJ=D(G). 

因此 D ( G )- DCU) t 

但 003)=1 所以 D*(Q=E, 于是 G 是可解群，因此定理成立 ■ 
元数是是不相等的 质数) 的群是可解群这是著 
名的伯 思赛德 定理. 但充数是的群一般不是可解群，譬如 
^ 不是可解群，它的元数 60 = 2 2 • 3 • 5 . 

最后，我们介绍 一类重 要的可解群. 

假定//是群 G 的正规子群，那么由所有形如 

的换位子生成的子群，我们用 [C，H] 表示，显系 [G，G] = £KG). 
因为//<](?，所以 [g，A]e //， 因此同 §2.3 中一样， 
对于任意元 K [G，H]， 我们有 gbgH [G，H ]* 于是咖- 1 厲 
于 [G，//]， 所以 [G，H] 是 G 的正规子群. 

定义2假走 G 是群， G ⑴=[0石]，(^ =[仏<? < _4]，如果存 
在某正整数讲，使 G ⑷-丑，邳么 G 叫*零群， 

显然交换群是幂零群. 

定理 10 #群（§ 2 .3)是幂零群. 

证期假定群 G 的元数是，，我们对《用归纳法来证明 .当 
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^ = 1时， G 是循环群，显然 G 是幂零群，即这时定理成立*因为 G 
的中心 2(G) 的元数大于 1( §2. 4习埋7)，所以 G=G/Z(G；) 的元 

数是〆根据归纳法假设， G 是幂零群*于是我们有 G …等 
于 E. 但 G 〜^而的象是 G ㈤ ，因此 G 再因为 2(G) 

是交换群，它是幂零群，于是我们有 

G (^]) Q ( Z ( G )) d> =£i 

即 G— +” = £，所以 G 是幂零群，于是定琿成立. 

同前面一样，假如 H 是群 G 的子群 ，由定 义我们容易得知， 
[开，开卜”]因此，如果 G 是幂零群, 
那么丹也是幂 零群. 再如果孖 < K ?， 由我们也不难 
得知 G U ^ G U \ 因此如果 G 是幂零群，那么 G 也是幂零群 ，于是 
我们有 

定理11幕零群的子群是幂零群，幂零群的商群也是幕零 
群* 

定理12幂零群是可解群， 

证明假定 G 是幂零群，因为 

D(G) W J ，£KG ⑴）= [G ⑴， G ⑴] Q[G ， G°)]=G ⑴， 

所以 

DHO=£KG ⑴ 

一般£? 1 (。)0^，但(^" > = 1所以1)”（0=石，于是（；是可解 
群. 

定理的逆不一定成立:譬如对称群&是可解群，但不是幂零 
群.这是因为 

£K53) = 山 *O s 〈S3>=Z?(A 3 ) =£ ， 

但 > sw =[ u 3 ]= 烏，： sr =[&, 九 1 = 4 ,却有 si y > = s { 3 2 \ 

1950年华罗庚曾经 ffi 明非可换体的乘群不是可解群1961 
年怀特与汤卜生证明了元数是奇数的群都是可解群 f ^这是一个 
重要的结果. 

与上面类似*对于环也有合成环列，即环/£的子环列 





[§6.4] 
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其中艮是尺^的极大理想，叫做环的合成环列 • 并且一个环的 

任意两个合成环列也同构，也就是说， r 的任意两个合成环列的项 

数相等，并且它们的同余环按某頫序彼此同构. 

同样，域也有所谓合成域列，域 k 的子域列 

KcDKp … Z ^= F ， F 是质域， 

其中 U & 的正规扩张域 ，并且 各域间不存在真中间正规扩 
张域，叫做 K 的合成域列_假如关于&的次数是屯，那么 

叫做 K 的次数列.当次数列中数都是质数时 ，尺就 叫做可解域. 



试证对称群 A.s s 都是可解群. 

2 . 假如 G/// 是可解群，//是可解群，那么 g 也是可解群. 

3 . 假如 H , K 都是群 G 的子群，并且尺是正规子群，如果 M . K 都是可 
解群，那么也是可解群. 

4. 假如 G 是群，试疼都是 G 的正规子群. 

& 试求对称群&的所有合成群列. 

6* 假如交换群 G 有合成群列，那么 G 是有穷群- 
7. 试证[&，木]=^，[万4.尽]= 艮. 

5. 试证4元数群是幕零群* 

9 ‘ 假定 W 是 G 的子群， A^2(G )， 如果是幂零群，那么 G 也是幂 
零群- 

- io . 试证“ 】 是可解体•这里 e 是有理数域 * 

11. …个群，如臬它有商群都是循环群的 i£ 规群刊，那么它就叫做超可 
解群.对称群\是超可解群,但不是幂零群，因此，超可解群是界于可解群 
与幂零群之间的一类群，试证超可解群的子群及商群都是超可解群⑴. 

§6.4 直 积 

在群论中，直积是一个重要概念，它把一个群用构造比它简单 
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的子群来表达，在讨论群的构造时起着重大作用，这节介绍它的基 
本概念及简单性质- 

由§ 2-3 我们知道，假如群 G 是它的两个子群的乘积 * 
即0=>1万，那么 G 中任籯元能够用来表示.但是 
这表示一般不是唯一的*并且 G 的结合法不一定能够用 A 3 的 
结合法来完全决定.如果满足某些条件，这要求是可以达到 
的*这样，我们就有了直积这个概念 • 

假定 A ， i ? 是群 G 的子群，如果 
V A<iG,B<iG ； 

2° G=AB r 

r 4(1万=五，£是。的单位元群， 

那么 G 叫做子群的直积 ，用 记号 G =3 X 方来表示.这时我 
们又说 G 能够 分解为 A.B 的直积叫做 G 的直积因子. 

显然&，4=((12)),五=((123))适合条件2。,3%但不适合 
1% 因为心 不是的直积. 

当 G 是加群时，如果 G 是 4， i ? 的直积，我们就用 + 方 
来表示，叫0做么石的 直和， 叫做 G 的直和 因子. 因为模是 
带算加群，所以模同样也有直和、直和因子等概念. 

定理1群 C 是它的子群 A ， B 的直积的必要充分条件是： 
r G 中任意元 g 能够唯一地表为 

g=ab^a^A^b^B; 

2° A 中任意 元与方 中任意元能够交换. 

诨明假如 G 是它的子群4，丑的直积，因为对子 G 中任惫 
元容，我们有&=&，如果 

g=a i b 1 =a i b 2 ^a l ，6 2 6五， 

iP 么 但 ，子是 

^b 2 bi l K 是 G 的单位元， 

所以 £ j ] —h lr 因此及=£1&这种表示是唯一的 （1°). 

再因为 A <] G ， 办 <] G ， 所以 
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aba^ 1 k~ 1 =^ti(ba^ l b~ 1 ) = iaba^ l )b^ } 

是>1中茺，同时也是忍中元，于是 

aha^ 1 b~ l ^=e 1 

所以以二知.因此>1中任意元与方中任意元能够交换 (21 
总之必要条件成立. 

再假如定理中两条件成立，因为对于 G 中任意元穿，我 
们有发=以，所以 G ^ AB . 因此 G ^ AB . 又因为 A 中任意元与方 
中任意元能够交换，所以 

gAg~^ 1 ^abAb^a^ =aAa^ 1 ^A t 

因此同样 £<| g . 再假如 cedfii ?, 那么 

c^e * c—c * e . 

因为这种表示是唯一的，所以 c = e ， 于是焱0召=£：，因此 g 是 a , 
i ? 的直积.所以充分条件成立.定理证毕* 

如果 c 是加群 t 2“ 是显然的，因此只需要条件 r . 

假如 G 是子群 3 d 的直积 m 价 是 G 中任意元， 

gi^d]bi 

那么 g \ g 2^ Cixa z - ^ 这就是说, G 中任意两元相乘，只要乘它们 
的因子就行了-因此，假如 A ， 石的构造已经知道，那么忍 
的构造也就知道，也就是说， G 的构造能够由 A . B 的唯一决定- 
当 G 是有穷群时 

IGI-MI - \B\, 

即 G 的元数等于它的直因子的元数的乘积 ■ 

譬如，6元循环群是子群( V )， G 3 ) 的直积，即 

又假如 G 是15元群，由西洛第二定理 （ § 2. 4) , G 只有1个3西洛 

子群 G ，也只有1个 5 西洛子群仏,因此它们都是<；的正规子群， 
显然都是循环群，即 Gi = ( a )， G ^= (6). 于是 

G^G,XG 2 -=ia)Xib)^ (ab)^ 

因此 G 是循环群.就是说,15元群除同构的外只是一个循环群. 
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—个群的构造如何用它的子群的构造来决定，这是一个重要 
问题，再一个群有多少个互不同构的类，也就是同构分类，也是一 
个重要问题，这些都可以引用直积来完成，直积之所以重要主_也 
就在此* 

由定义我们容易得知，假如显然再根 

据第3同构定理，我们有 

A^G/B,Bc=lG/A. 

这就是说，假如 G = AXE ， 那么 Z 是 G 〜 G / A 的词态核，并且这 
同态又是 B 与 G / Z 的同构.因此 G 是与它的同态象同构的子群 
与同态核的 直积. 板过来，捩如 Z 是群 G 的某同态的同态核，并 
且这同态又是同态象与 G 的正规子群方的同构，如果方或 
= £ ，那么这是因为如果 G = 那么 
二二 召 / anB 所以 v 4 niJ = £ :.因此 G 等于 AX 凡如杲 A 
= £ ，那么 所以 G = A 召，因此 G 

— AXB . 譬如 ( fl )， a *= ltG 〜 U z ) = iJ ， 其同态核是(泛 4 )=九 
显然 G^A X ii ，这时 G^=AB * 并且 A A B ^ E . 

关于直积因子 f 我们还有下面一个定理_ 

定理2假定只是群 G 的正规子群，如果//又是完全群 
(§2. 3)，那么 

G^HXZ(H), 

即只是 G 的直积因子. 

证明因为方的中心是单位元群，所以如果 

那么定理就吿成立， 

因为只的自同构^/容_ 1 =只是//的某一内同构^/1 〗 = 
即糾发 _ l 是 ai ^ hath ~ K 所以执甘〜 G //， 因此 
A ， 1 抑产^ 1 友，于是之 (//) 即穿 6 H 也就是 

H * ZCH ). 定理证毕. 

一个群假如能够分解为真子群的直积，它的子群不一定也都 
能够分解为其真子群的直积，但是它的某些子群却能够如此. 


[§ 6 . 4 ] 


直 积 
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定理3假如群那么 G 的中心 Z ( G ) 是 A 的中心 
A 与 Zf 的中心 Z 2 的直积： 

2 CG) X ^2* 

证明因为 G = AXB ， 显然&中任意茺与2 3 中任意元的乘 
积是 2( G ) 中元.假如能够证明 VG ) 中任意元是&中元 与&中 
元的乘积，那么 7(0=1 • 心,再由定理1,这定理就显然了， 

根据假虫 2(G) 中任意元 z 可以写成 

z=ab t a&A^b^ ： B t 
设 V 是>1中任意元，由 W ，我们有 

a f ab=aba 1 —aa f b, 

于是，所以 aeA . 同样中元与中 
元的乘积，定理证毕， 

定理 4 假设群是 G 的子群，并且那么 

证明显然 AO / ri ^ OG //， 又因为 HQG , 所以 H 中任意元 
A 可以写成 

k^ab,a&A,b^B. 

但因此此 // ft 札所以 

再因为所以4<]//,//门五<]仏又因为 

根据定义， K 是 4，// ri 5 的直积，因此定理得证. 

假如 C 是群， 

G^AXB=A l XB u 

如果 B ^ B iy 对任意 A ，我们有 

ActA r * 

我们就说 B 能够从直积中消去.假如 G 是有穷搪环群，显然 iJ 可 
以从直积中消去 .196 2 年卡普伦斯基 a Kapl a nsky ，1917 〜)猜想 
当方是无穷循环群时， B 也可以从直积中 消去. 1967年胡柯 ( L * 
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Fuchs) 诳明无穷循环群不能从直积中消去，否认了这个猜想- 
1969年伊桑 (R. Hhhmi) 饪明了当 i# 是有穷群时,它可以从直积 

中消去;当 S 是无穷群时，如果它满足正规子群的极大条件 ，也可 
以从裒积中消去，解答了这问通1町 5 年伊喿对这又有新结果 ，读 
者欲知其详，请参考太献 [6]- 

在环中也有类似的消去问埋，请参考文献 [7]. 

上面两个子群直积的概念，我们可以推广如下 - 
假设 A ，戍是群 G 的子群,如果 
r …，都是群 G 的正规子群； 

2 a G=A l A 2 -A mi 

3° iifflA =£+ 私… A - i 4 = 2,…，是单位元群，那 
么 G 叫做的直积，即 

而 A 叫做 G 的直积因子 • 

同上面定理1 一样，假如 G 是,…， X的直积： 

GzA' X …X A *， 

我们容易得知 

r g 中任意元$能 够唯一 地表为 

g=a i a 2 ^*a tt ,a i €:A^ 

Y A 中任意元与，中任意元能够交换. 

反过来，如果上面 l'f 两条件成立，命 

那么 G^AXi ?/ •于是 A<]G 并且因为 AfliV =£• 所以 Aft 扠 
=£，因此根据定义， C 是义，…，戊的直积*这就 是说： 

上面两条件1%2°是 G 是4，… ，人 的直积的必要充分条件 • 
当 G 是加群时，只要条件 r 就行了， 

要注意的是，假如 G 中任意元能够表为烏，…，人中元的乘 
积*并且 A 中任意 元与次 “尹心中任意元又能够交换，这时只要 
对于 C 的单位元 e 这种表示是唯一的，那么对于 G 中任意元这种 
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表示也是唯 一的. 这是因为 ，如果 


我们就有 
因此 


屮 〜…〜土乂 x a ' 2 ^ a J nJ 

o. f ^ ax x a f 2 a 2 K ^ a f 

_ =<!/，〆 = 1 ， 2 ， •.* ， /3. 


上面介绍直积的概念，现在我们李讨论直积的基本性质 • 

假如 G = A X X 4 X … X ，如果 

^ 1=4 X … X A n ^ fA l X *** X 儿 】+、，“*， 

^ X … X 九 ， 

那么我们有 

⑴ G^XX — XA 、. 

如果戍 = i ^/ x … Xi ^, T 由定义,我们又容易验证 

…… Xi^X … X 方™ 

这就是说，在若干个子群的直积中，与元素乘积的情况一样，我们 
可以任意添加括弧或减少括弧 * 

假如 G = A ^ X j 4 2 X … X 儿，命 

G 产 4 X … XU = 0，1， …，《， 

我们就得到 G 的正规子群列 
⑵ G = G 0 3 G 1 r )-3 G f( =-^\ 

这时，如果有合成群列，命 

八 = ^1_。3凡 i . = £ 

是 A 的合成群列.于是我们有 

我们容易得知<^— +1 是(?„— +1 八^及的正规子群，并且 

+1 馮^，由第一同构定理， 

G __/+ l ^^ y - 1 i I +i 

故是单群，于是上面的正规群列 (2) 用 (3) 加 
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细就得到 C 的合成群列*这是说，假如 G =4 X 决 X … XA ， 并 
且 A 都有合成群列，那么 G 也有合成群列，并且 G 的长等于 
的长的和- 

设 V 是体，的向童空间，因为 K 是带算集 F 的加群或广模， 
如果它有由《个元形成的关于/的底，那么 V 的长是 t 因此由 
§ 5. 3约当&赫尔特尔定理^是唯_的 • 这就是说， V 关于 F 的底 
的元数是一定的.但是 V 中任意 (V * f ) 个关于 F 线性无关的元 
形成它的底，所以 V 关于 F 的底的元数等于 （V = F ), 这就是 
§ 4. 1中定理3不需要定理 U 定理2的另一证明- 

一个群如果能够分解为它的真子群的直积，就叫做可分解群, 
否则叫做不可分解群.餐如对称群义就是不可分解群 （§2.3 习 
题 15). 再元数是质数幕的循环群.即循环群以及无穷循环群也 
都是不可分解群*这是因为，它们的任意两个子群的交都异于单 
位 元群. 同样，模也是如此，假定 M (尹 0) 是 Zt -模, 如果 M 不能分 
成为两个子模的直和，或者说 A / 的直和因子只有0及 A / 自身，那 
么财叫做不可分解模 * 否则 Af 叫做可分解模*环/?的左理想看 
成 A 模时，如果又是不可分解模，叫做 / i 的不可分解左理想 . 及 
的极小左理想是〃的不可分解左理想- 

一个群如果能够分解为它的真单子群的直积，就叫做完全可 
分解群+我们很容易知道，假如 C 是完全可分解群，它分解为《 
个单群的直积，那么它有长是〃的合成群列，也就是说它的长是 

n. 

下面是完全可分解群的基本性质. 

定理5假设 G 是完全可分解群*4是它的任意正规子群，那 
就存在一正规子群必，使得 G 是 A ， B 的直积，即 

G=AXB. 

这就是说，完全釘分解群的任意正规子群是它的直积因子 * 

证明假设…■是单群，那么 

G=A * … 人 - 
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因为4是单群， AflKA ,. 所以 jllA , 是為或者是单位元群 
五•当 AVlA ^ A , 时儿这时我们把 A 删去；当 Af \ A ^ 
丑时， AAfAXA , ，这时我们把改写成 AXA ^ 这样继续进 
行，一般因为 w •戌… Ajru * 是单群糸的正规子群，所以它 
是么或是五，因此我们可以把戊删去或把(4 • 斗…烏―)、改 
写成 M _ 假如把所有这些多余的凡 一一 删去， 

把剩下的乘积改成直积，我们就得到 

因此4, X … XA V 就是所求的正规子群召，所以定理得证， 

在上面的证明中，假如把^二义父…中异于 
的直积因子的直积用 W 表示，那么 GzWXAiX-XAygMA 

二，.但 f 是完全可分解群，所以 d 也是完全可分解 i . 再假 
如 A 是完全可分解群 G 的正规子群，由 GzdXif ， 我们有 G / A - 
B , 因为方 <3仏所以是完全可分解群，因此 G / d 是完全可分解 
群*于是我们有 

定理 6 完全可分解群的正规子群是完全可分解群 • 完全可 
分解群的商群也是完全可分解群 • 

由 S 2 . 3 , 我们知道在一般群中 T 正规子群这个关系是不适合 
传递律的，但在完全可分解群中，传递律能够成立.这是因为，完 
全可分解群的正规子群是它的直积因子 * 再由定义我们容易证 
明，任意直积因子的正规子群仍然是群的正规子群 * 因此，假如 G 
是完全可分解群，如果 A <] B , B <\ G 那么 A <] G - 

在§ 3 . 9,我们讨论了元索的分解，这里我们介绍群的分解 • 
一个群在什么条件下能分解为不可分解群的直积，在什么条件下 
这种分解又是唯一的？对此 * 克努尔,霄马克 ( R . Remak ), 许密特 
(E. Schmidt ，1845 〜 1921 ) 有一个重要 定理： 

假定群 G 满足正规子群的降链条件 （ § ?• 1 ) ，那么 G 能够分 
解为有穷个不巧分解子群的直积.假如 C 满足正规子群的降链 
条件及升链条件，那么 G 能够唯一的分解为有穷个不可分解子群 
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的直积，即如果 

X …X …X //*， 

G i 9 H t 都是不可分解子群，那么.并且适当的改变顺序可以使 
G ^ Hr 它的证明当然从略 ，请参 考文献 

上面是讨论在同_群申若干个子群的直积，任意若干个群的 
直积，我们也可以仿照上面的方法来定义 • 

假定4 d 是两个群(相等或不相等〕，我们取所有元素对 

( a ， b ) ， 

并且规定 （ A ，匕 * 当 a ^= a ” b 产 b ” 

(〜，〜）* (a^ tbi ) ~ + 61 ^ 2 ) j 


k { a ， i 0 =( 如，站）是 4， i ? 的箅子， 

那么，所有这样元素对组成为群 G , 单位元是 Gd ) ，这里 e 是 >1 
的单位元，(心《的逆元是(厂 1 ，^ 1 ).再所有形如及<^»的 
元素对分别成为与 A . B 同构的子群 4' i ? 1 . 显然1 ，以是 C 的 
正规子群.根据直积定义，我们容易证明 C 是子群的直 
积，这时我们把^，斤分别看成 A ， i ?， 因此 G 就是九£的直积, 
即 

显然，当 3 d 都是交换群时， G -= AXif 也是交 换群. 假如我 
们把与对应，即那么这对应就是 AXii 
到 BXA 上的同构，因此再因为 Oi , 
( he )) 是 (AXiOXC 到 4 X (£ J < C ) 的同构，于是 OlXiOXCtd 
XCBXC )， 所以我们有 

AXB ^ BXA ,( AXB ) XC = AX ( BXC ), 

即直积因子适合乘法的交换律及结合律. 

为了方便，我们又常常把 ( ad ) 写成普通乘积的形状 M,gp 

(afb)~abt 

因此 ，当 =<: *2 =办2， 

并且 taibi ) ia t b z ) = ( a } a 2 ) ibib 2 ^^ 


AG16 ) —Xa ♦ 
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关于 《 个群 A ，…的直积 ax … xa ^ x 儿我们可以同 
样定义. 

对无穷多个群也能如此 • 假定有一组群小 +6/} ，这里/是 
任意集合可数的或不可数的 * 那么所有形如 

⑴ uueG) 

的元集合，结合法同前面一样，即 

( 右 ）（ 方） = (^c t y t ) ， A ( 右） = CXx t ) t j ： ir y,^G^ 

A 是算子，形成为群，叫做 {(?,} 的完全直和，如果 (1) 中 x , 不为 G 
的单位元的只有穷个，由所有这样元形成的群，叫做的直和， 
有时又叫做离散 直和. 显然后者是前者的子群，当/是有穷集时, 
两者是一致的.要注意的是两者不只是形式上有所别，有些基本 
性质也不完全一致. ' 

因为模是带算加群，所以我们同样有两种 直和. 一般前者叫 
直和 ，后者 叫直积，当考虑的模只是有穷个时 * 直积与直和是一致 
的. 

与群的直积类似，我们有环的直和. 

I 

假定负，私，…成是《个环，那么所有形如( 01 ，…，〜） 

尺，的元，根据下面的结 合法： 

(七，…，<!*) = ((1 1 1 ，一4’*)，当屯=|1\，£=1，***，抒 

I 

成为一个环及，其中所有形如 <0,……， o ) e 尺，，第 ） 个0是 
孕的零元，的元形成与私同构的子环及\，这 R 我们耽叫做它的 
子环圮”…，及、的直和*我们把 A 看成足,因此/£就是及 lt …， 
艮的直和，写成 

我们也常常把(^，…，〜)写成和的形状 A + …+〜即 

， a M ) = a t + *** +«■. 

因此， QiH +A)+ (fri + … +6 s ) = (q 1 + fr l )H + (^,+^), 
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( 〜 + …+(3,> * (^1 + +6,) =«i6i -h-*- +a K b^ 

同群的情况一样，我们容易证明这时尺是及的理想，并且 RJi 产 
0,的. 

假如环 i ? 看成加群时是它的理想尺，^的直和，那 
么环 A 也是子环尺的直和 • 这是因为加群只是子加群尺的直 
和，所以上面的规定中前两个条件成立，再因 为尺是 及的理想, 
所以由私我们就有尺&于是上面第三个条件 
也成立-因此/^私十…+兄. 

同群的情况一样'=及+…+免时，力中元能够唯一地表为 
氏，…，亿中元的和,及的结合法能够由托的结合法唯一决定. 
因此引用直和，一个环可以化为构造比它简单的环来研究，嗡如， 
1=2—(6) 显然不是体，但它是体 2 3 =Z —(2)* l = Z —(3) 的直 
和，即 2<=2 2 +2 3 . 然，尺的理想也是/?的理想 * 此外，在若干 
个子环的直和中*我10也可以任意增加或减少括孤 - 

一 个环假如能够分解为真子环的直和，叫做可分解环,否则就 
叫做不可分解环.显然 ，单环 是不可分解环，质环也是不可分解 
环 * 


下面环的两个性质与群的类似，不是一般环所具备的 • 

定理 7 假如 4( 关 /?) 是环中有单位元的理想，那么及是 
A 及另一理想召的直和，即 R ^ A + B ^ M . £由4唯一确定+ 
证明假定 e 是4的单位元，那么 

ZJ = ( r ) rG ^ tr ^— fr —0} 

形成的趣想.显然 4 f|B = 0. 再假如 r 为 ft 中任意元,因为 

(作>«=作64，命戊=^*得作=似，于是(「一(1>=0,再因为 e 是4 

的单位元，所以即 e ( r — a )= 0 . 因此私命 r 

我们有.于是 A 看成加群时是的直和，因此 
R = A + B . 

再假定 R ^ A + C t c ^ C 中任意元， 

c — a + bia ^： Ajb^B 
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因为 c 是及的理想■所以又因为 

所以 因此 即 C & ff , 同样 所以及 ^ C , 因此5由 
A 唯一确定 < 于是定理成立 - 

于是环尺中有单位元的理想是它的直和因子. 

定理8假如/?是有单位元 e 的环，并且是子环&，■”，扎的 
直和，即及=見+ — +扎，如果 L 是 R 的左理想，那么 

L4 + ...+L ， 


这里 L - R ^ L , 

证明首先因为尺都是尺的理想,并且厶所以 A 都是 
L 的理想* 又因为尺是尺:，…， R 胃 的直和山 S 私 ，如果 L 中元能 
够写成 L ，…， A 中元的和，显然上就是 A ，…， A 的直和了. 

再因为 P = 6 + 

所以对于1中任意元 t 我们有 

a=ea=e l a + *** +e K a r 

由于所以如 = 又由于所以 
RL = L -于 是 = 这就是说， L 中任意元能够表为它 
的理想 A ，…，乙中元的和.于是定理成立. 

显然，当 K 是 i £ 的右理想时，定理同样成立，这就是说，在有 
单位元的可分解环中，左理想，右理想都是可分解环. 

要注意的是，在上定理中有单位元这条件不可少，假如没有单 
位元，定理不 成立. 臂 如设环及二尺+私其中/?!= {0,2*4,6} ,8 

= a 那么是的理想 * 我们容易得知 i 不是 
^的直和因子，并且 L 也不是札的理想的直和 • 

再要注意的是，环的直和与把它看成以自身为左(右)模的直 
和是不相同钠，前者的直和因子都是理想而后者是左(右)理想. 

上面环的直和是对有穷个环面言，对无穷多个环也是如此，设 
有一组环那么所有形如 uua 及,）的元结合法同前面 
- 样:即两元和的分量是它们分量的和、两元积的分量是它们分量 
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的积形成的环 A 叫做(尺> 的完全直和.如果我们再规定元中分 
量义不为零的只有穷个，这时的直和有时又叫做离散的 •我 
们容易得知，这时 K 中任意元是有穷个芪中元的和.对于有穷个 
环，完全直和与离散直和是一致的- 

习题 6-4 

I 

1* 假设 (《) 是元数的檐环群，其中0^)=]，试证⑷是元数为 r 的 
循环群与元数为 s 的循环群的直积. 

2. 假如循环群的元数分别为 m ，〜试证 ZXB 是循环群的必要充 
分条件是讲， n 互质，即 

3. 试求两个3元群的直积. 

&■ 假如 H 是交換群 G 的子群， G / H 是无穷循环群，试证 

G^HXG/H. 

6- 假设 A ， B 是群 G 的正规子群，6 试证 

7. 捩如是群 C ； 的正规子群，试证 

AB 的长 +4 I 1 B 的长的长的长. 

8. 假设环 札 +…+反，试证只的中心 

Z (/0= Z ,+ … +4 A 是 /；:■ 的中心. 

9. 锒定£是有单位元环 R 的单纯左理想 T 试怔 L 1 R 的直和因子的必 
要充分条件是0妒] 

10. 假如环及看成及左加群时是它的左理想/^…，二的直和 * 如果它 
是尺的单位元 t 那么 j = q + …厶丄 = 并且叫当1=> 时为 e ， 
当 t 竽 j 时为 0. 如^，…，&这样的蓁等元叫做正交幂等元 * 反过来也成立， 

I 

即彼如 g 是 IE 交幂等元，那么友=沿1卜"+办，. 

11- 假如环有异于单位 元的輕 等元，那么这环为以此幕等元为单位元的 
理想与其他理想的直和- 

§6.5 交换群 

这节我们讨论交换群的构造，也就是讨论交换群如何唯一地 
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分解为不可分解群(循环声群，无穷循环群)的直积.§ 2. 4给出了 
循环群的同构分类，这节可以说是讨论交换群的同构分类 • 这节 
讨论的群都是交换群.我们先从较简单的 f 群开始. 

定理1 f 群能够分解为循环 f 群的直积. 

证明假定 G 的元数是，，我们对 n 用归纳法来证明 ] 
时，定理显然成立.假定<«时定理成立，我们来证明《时定理也 
成立. 

假定 a 是 G 中最大阶数 〆 的元，那么 G = ⑷的元数^ = 

因此 G 也是 > 群.于是，根据归纳法假设就得到 
⑴ G — (心） X…X 

下面，我们来证明 G = U〕X ( 〜），这里 a 是匕在 

G 的某个象源，显然 A 的阶数都是 P 的幂,因此定理就吿成立. 
首先，对于 g 中任意 元心由 iec , 得 

…心=(2;1 

因此 1 这就是说4是 U )， （…），…，（〜）中元的乘 

积. 


再假如 心卜 ■心因为 S 是?；的单位元，即5=6所以 


由 (1) 我们有 _ 

(2) ==e“ = 1 ， … ， wi, 

我们命 i 的阶数是 〆 的阶数是，，显然如果广 
也就是说 a 的阶数也是户、由 m 我们有 y . k ， 于是的因此 
〆 =〜根据定义 ，X Gdx …X (<)，所以这时定理成立. 
如果 因为二 的象源 a , 不是唯一的，假如我们能够另选， 
代替〜使 V 的阶数为即 V 的阶数与4的阶数相等，那么 G 
= U〕 X ( a / ) X…X ( a M ) ，因此定理也同样 成立. 我们知道 

at 

因此/ e 是整数，由 
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a^ r f| = iaf T ) pr — e ^ 

我们就得到， t 矿、即 X = M p \ 命 a / =叫 '那么 

a f (、&〆 = €， 

所以 V 的阶数是，，于是定理得证. 

定理2 f 群 G 能够唯一地分解为循环/>群的直积，也就是 
说，假如 

G-=ia\ ) XX (a*) — ) X…X (fr*) ， 

那么并且适当选取《山…，(匕)的顺序，可以使(以二汍）， 
即 A 的阶数圹与匕的阶数沪相等 - 

证明分解的可能性已如上述,下面我们用反证法来证明分 
解的唯一性- 

为了便于叙述，我们假定 


A ， .‘■ n<Si. 

因为 = ( a ^' 1 X ^ X (々 〆 ■ … X ( a /*). 


所以的元数为 




产 「 r ,= 广 I —” + r H ) 


-( 卜 l>r. 


同样，又因为 ) X … X ( 矿），所以的元数为 


•” 户 '-1 一 、声〜 


* =： 


夕 K + … + V __^ a J 


tr m 1- 


于是 


疒1 +，“+广卜广（/一1)广 - =5 1 +*_*+5 1 — 1 +5_，一!>\ + *' 

因此 n 4 + …，即 ，这与上面假设不合.于是 n = , 因此方 
=1.所以定理成立- 

罾如,克莱茵四元群 G = 那么 

G== (a)X(6) — (a)X (d6) = (6) X (ah'). 


P 群分解为循环 f 群的直积时，如果循环 A 群的阶数都是户 
就叫做初等交换 P 群，簪如上面的克莱茵四元群就是初等交换 P 
群- 
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特别，假如 G 是元数 n = # "“ 〆 r 的循环群，因循环群的子群 
仍是循环群，所以 C 能够分解为抑元循环群 U ,) 1,別，的 
直 租：. 


G=( …） X …X (<0. 

由定理3及定理2，我们有下面重要定理 • 

定理4有穷交换群能够唯一地分解为循环/>_的直积. 
臀如，12元交换群是它的4元子群与3元子群的直积.因为 
4 元交换群如果不是循环群，它就是克莱茵4元群，也就是两个2 
元群的直积*所以12元交换群有两种 类型： 一类是循环群，它是 
4 元群与 3 元群的直积>另一类是非循环群，它是两个2元群与一 
个3元群的直积. 


于是，有穷交换群的研究，就可以转化为循环 f 群的研究了. 

上面讨论的是有穷交换群，现在我们来讨论无穷交换群的构 
造*但是，一般的无穷交换群的构造非常复杂，下面我们只讨论由 
有穷个元生成的交换群,它是交换群中重要的一类. 

要注意的是，由有穷个元生成的群如果是交换群，那么它的子 
群，也是由有穷个元生成的 ，如 果不是交换群，它的子群就没有这 
性质，其证明从略，请参考文献 

再我们容易知道，假如有穷个生成元的阶数都是有穷,显然由 
它们生成的交换群是有 穷群; 就是由它们生成的非交换群，伯恩赛 
德也认为是有穷群，或者说，伯恩赛德认为周期群是局部有穷群， 
这是1902年伯恩赛德提出的一个猜想，是所谓的伯恩赛德猜想. 
半个世纪来讨论这问題的虽然大有人在，但只是证实了某些特殊 
情况，直到1扣3年^ . C . 诺维柯夫提出否定的证明，因此伯恩赛 
德猜想得到否定的解答 []]] . 

假如群 G 是由《个元生成，但不能由少于《个元生成，那么 
由"个元组成的生成元槊，叫做 G 的极小生成元集^叫做 G 的 
秩-一个群如果是由有穷个元生成，那么它就有极小生成元集. 
极小生成元集不是唯一的，臀如循环群的生成元就不是唯一的. 


[§6,5] 


交换群 


关于一般有穷群的构造我们有： 

定理3假定群 G 的元数是〜把《分解为质数六幂的 乘积: 
« =抑…没，那么 G 能够唯一地分解为灿元西洛子群 G , 的直积: 

G = G 户【 X … 

证明假如 G , 是 G 中所有适合/4的元 I 的集合，如果 

^=0#_=6因为。是交换群，显然0^)4=6所以（^是0的 
子群，因此由§ 2. 3定理6是户群，所以沿 | 是户,的幂. 

下面我们根据定义来验证 C ? 是 C ? u …， Gm 的直积. 

首先假设免，那么…，和的最大公约数是 h 因此有整 
数<，…乂，使得 

于是 G 中任意元 g 能够写成 

g =: ^^考1+ + 4** 君％ |fl_ ♦ 

但 

(g x ^ = (g^^=(g^=e, 

因此发 keG . 这就是说， G 中任意元《能够表为 Gw _ = l , …，… 
中元的乘积. 

再假如 G 的单位充因为 〆 =〃，所以 

gp = e,i^j, 

于是 

«• 

即於但仏与於互质，于是由片山+4/^ = 1，我们有 

因此根据定义，6是6，…,£；„的直积，因为 G 由 G 唯一决定，所 
以这分解是唯一的： 

又比较 G 及 G , ■的宂数得知浪|=仲，再 G 中仲元子群显然 
只有 G ) ，因此 G ,= C ^, ，于是定理成立 • 
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我们知道，一个群假如除单位元外，任意元的阶都是无穷时， 
叫做纯无穷群*下面我们先来讨论纯无穷群的 构造. 

定理5由有穷个元生成的纯无穷交換群能够唯一地分解为 
无穷循环群的直积， 

证粗假如是群 G 的这样一组极小生成元集，在它 
们之间满足象下面这种关系： 

C 3) 是(？的单位元， 

的整数 々只 有完全都是零，也就是它们是与 §4.1 中类似的线性 
无关，这时我们容易证明 G 中任童元发能够唯_地表为綍…心: 

足〜？…心，于是 


G=(aOX …X (a ,) ， 

这里 U> 显然都是无穷循环群.因此，如果我们能够证明 G 的极 
小生成元集中有象<3)那种“线性无 关”的 ，那么 G 就是无穷循环 
群 W )，…， (a_) 的直积，下面我们用反证法来证明这亊实. 

假如 G 的极小生成元集中没有象 (3) 那种线性无关的，显然 
在这些关系的所有正幂中存在最小的，我们命 (3) 就是这样的一个 
关系 ，其中 々是最小正幂.假定 

入=々 . A +舛，0<片< 人 w '= 2,… 

那么卜々冲…办 ，〜，•，、〜 又是 G 的生成元集，它们有关系 

因为0<内< 々，而 4是最小正幕，所以灼=一=内 = 0* 于是的= 
心但 G 是纯无穷群*所以因此 tip …，心就成为 G 的生成元 
集，这与 A ， …，〜 是极小生成元集的假设不合，所以 G 的极小生 
成元集中有象 (3) 那样线性无关的，因此 G 是(兩） j = 1，…，《的直 
积 * 


再与§4」定理2类似，假如 G 是(〜>，…，(^)的直积，那么 
G 中任童 《+1 个元都没有象 (3) 那样线性无关的，因此 G 的直积 
因子 Ca ) 的个数"是唯 一的. 又因为无穷循环群都同构 f 所以 C 
能够唯一地分解为《个无穷循环群的直积^因此定理成立， 
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定理《由有穷个元生成的交换群 G 能够唯一地分解为有穷 
群与纯无穷群的直积 • 

证明假定 H 是 G 中所有阶数是有穷的元形成的子群，即 G 
的周期子群，如果子群//也是由有穷个元生成的*那么 W 就是 
有穷群.如果 H 是由无穷个宂生成的，因为 G 中其它元都是无穷 
阶的不能在//中，所以这无穷个生成元是 G 的生成沅的一部分. 
这与 C 是有穷个元生成的假设矛盾.所以 H 是由有穷个元生成 
的. 

由§ 2* 3定理 ?, a ^ G / H 是纯无穷群.再 G 的生成元在 G 

的象，显然就是 C ； 的生成元，因此5也是由有穷个元生成的群. 

于是由定理是无穷 循环群(^)，…， (匕〉 的 直积： 

G —( ij)X X 

命 这里〜是乂在 G 中象源，因为 5. ■的阶都是无 
穷，所以 A 的阶也都是无穷，于是 K 是纯无穷群.显然 K 是(〜）， 
…， （ A ) 的直积 = 因为如果 afi … = 那么 

办…办=6 因龀〜 = 0,“*，〜并 0- 下面我们来验 
首先，对于 g 中任意元发，由 gee % 我们有 

因此 

g = h ， 0… 

即女再因为丑中元的阶数都是有穷，而 k 是 
纯无穷群，所以 ^riK = £：( G 的单位元群），因此 G 是 K ， K 的直 
积- 

#假如 G 又能分解为有穷群 H ' 与纯无穷群的直积，即 G 
因为 JC - G / H f 是纯无穷群，所以 //' 是 G 中所有阶 
数是有穷的元琨成的子群-因此//'=//，于是这就是 
说， G 分解为有穷群与纯无穷群的直积是唯一的 - 
于是定理得证. 

根据上面三个定理容易推得下面的交换群基本定理 [ 
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定理 7 由有穷个元生成的交换群能够唯一地分解为循环声 
群与无穷循环群的直积- 

这定理的基本内容离斯已早知道*但完备的证明是1879年弗 
罗宾纽斯和施梯克尔贝尔格尔 ( L , SdckdbergeO 首先给出的 ■ 

上 面各定 理中的我们没有考虑它的算子集，假如算子集是 
域，或者是主理想钵，上面的定理也都能够同样成立.即主理想上 
的有穷生成模可以唯一地分解为循子模的直和域 [13] . 

下面我们来补证 §2.3 中提出而没有给出证明的定理 :对交 
换群拉格朗日定理的逆成立. 

假定 G 是 rt 元交換群，《 =抑…沖 …/) 因为 G 
…是循环 p 群的直积，又因为对于循环群，拉格 
朗日 定理成立，因此榑知\有 〆 元子群,命其一 为杜 ，于是 

… XH* 

就是元数为的的子群.这就是说，如果饥那么0有^|元子 
群. 即当& 是交换'群时 ，拉 格朗日定理的逆是成立的. 

最后，我们还来介绍交换群的一个重要性质. 

假定 G 是交换群，广是域 F 的乘群，假如: C 是 G 到 P 的同 
态，那么 ) :叫做 G 在 F 的群指标，或者两称为 G 的群指标 * 两个 
群指标 H ， 如果对于 G 中任意元 L 有 1( a ) =心03)，那么; 

心就相等它们的乘积;，我们规定是 

因此又是 G 在 F 的群指标*我们容易知道， G 在 F 的所有群 
指标形成可换群 C ，叫做 G 在/的群指标群，或简称为 G 的群指 
标群.这时 G 的单位元是群指标 

: 是 F 的单位元. 

下面，是有穷交换群与它的群指标群间的一个基本性质. 

假定 G 是有穷交换群… ） X … X (A) ，循环群(〜> 的元 
数是％*因为 G 中任意元 a 可以写成 
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a= <2p ， 0<rv<n /， 

: =i 

n 

所以 ^)=IT ^ Yi - 再因为是的零点，并且 T'^e 

在 F 中的所有，点形瑪一个循环群心/)，它的元 数叫是 叫的因 
数叫 I %，所以:命沁是使的群 
指标，因而 由于 

s 

A n 

^ Cd) JJ {.di ; r 0 J; — j[J X ；^ a ? 

*=l i=\ 

所以 

n 

: t=n 沁. 

i^\ 

也就是说，这时 G 中任意元: f 可以写成 I 的乘积- 

设 H 是 n 个无穷循环群 ( iv ) 的直积，即 H = ( h ) X…X (\)， 

n m 

我们命 H 中充 JI 矽与 G 中元 TX 々 对应，这对应显然是 H 到 C 
上的同态，因此 

G ^ H / K ” 

这里&是//中所有形如竹样,*戶 0( 叫），的元组成的子群.同 
样，我们有 

G r 

n 

这 里&是 H 中所有形如; 4 = 山的元组成的子群.因 

1=1 

为 W 」《.* 所以夂偎定大是 H /& 中的完全象 

源，由第一同构定理，我们有 

G / K ^ iH / K ^/ iKz / KO ^/ K ^ G 1 . 

假如而/'含有 d 次本原单位根,因而尸也含有&次 
本原单位根、于是在 F 中完全分裂，因 此树产 …所以& = 
M ■显然，这时尺=也，因此 G 二于是我们有 
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定理 S 有穷交换群 G 与它在 F 的群指标群 G 同态 • 假如 
G 的元数是心而 F 含有 d 次本原单位根，那么 G 与 G ' 同构 • 

习题 5 


元交换群有几种分解？也就是说，它有几种类型’ 

2 - 试证 S 元群只有循环群及对称群&两类 * 

有穷交换群成为循环群的必要充分条件是群的元数为群中所 有元素 
阶数的®小公倍. 

4. 周期群是否是有穷群. 

5. 试证任意有穷交换群 G 能够分解为元数是的循环群 U .) 的直积, 


G _( a ]) X w X (〜）♦ 

并具 fii |n,>] ft= 1 ， 2 ，… ftrt — L 

l 假定交换群…， fl ,}， 试证 


乏]欠(乐> =财，当 

= 0，当；1^：；^ 


§6.6 可迀群、非迁群 


这节，我们来讨论由变换形成的群，下章我们将要引用它 • 

我们知道克莱茵四元群 

及二{1，（12)(34)， （13)(24) ,(14)(23)} 

及 i ?-{ l *(12).(34),(12)(34)} 

都是由 4 个文字1， 2 ,3,4上的排列组成的群，前者含把1变为1, 
2,3,4的各个 棑列; 但后者则否，它只含把1变为1，2的排列，不 
含把1变为 3 或 4 的排列 • 这是变换群的一个基本性质，一般变 
换群可以根据这性质来分类 * 

定义假定 C 是粲合 M 上变换群的子群以是 M 中某元，如 
果对于财中任意元中就有使的变换 〜那么 G 叫做 
M 的可迁群，否则就叫做 M 的非迁群- 
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于是， i ? 是4个文字上的非迁群 ， 私是4个文字上的可迁群. 
n 个文字上的对称群又及交代群九显然都是可迁群 • 

要注意的是，在上面定义中，元0可以任意选取，不影响群的 
可迁性 • 这是因为，假如 G 是 M 的可迁群那 
么 


nr -1 ( 厶） —r(fl)=c, 

因此，对于 M 中的任意两元 b ， c , 在 G 中含有把6变为 r 的变换. 
下面是可迁群的基本性质. 

假如 G 是 M 的可迁群，显然 C 中所有不使 M 中元^变动的 
变换成为一个子群陪集中任意变换把 0 变为 rGO . 于是 
不使变动，因此 Ar—GG 咖广 同样， dG、〆 不使 a 

变动，所以 dGrujGG ， 这就是说，因此我们有 

G r ⑷ =rG d r - 1 . 

再假如我们把的陪集 rG a 与 rOO 对应，这对应显然是单 
射•因为 G 是可迁群，所以 G 中陪集的个数等于 A/ 的元数， 
也就是说， G 关于&的指标 G fl | 等于财 的元数即 C 的 
元数等于似的元数的倍数- 

可迁群又可象下面那样再分类- 

假如 G 是 M 的可迁群，如果 M 能够分为一个以上没有公共 
元的子集…，并且财,的元数不完全都是1，使 G 中任意 
变换能眵把每个 A/, 变为一个 A/)， 那么 G 就叫做非原群，而 M,， 
…，叫做 G 的非原系*如果况不能这样划分，那么 G 就叫做 
本原群 • 

替如对称群 S„ 是本原群，这是因为*假如它是非原群，命 
={1,〜4一14}，那么对换(*，*+1)把风变为财 2 ={1，，，*4一 
u +1}， 这时恥，而衅 n 财产 （】，••• 4-1) ，这与非原系的 
性质不合，所以次是本原群.同样，交 代群丄 也是本原群，再氏 
是非原群，而 

Jt/ 1 = {n2},M 2 -{3,4hM={l f 3} > M 2 =-{2,4} ; 
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A^ = {l ， 4hM 3 ={2,3} 

都是它的非原系.因此我们得知一个非原群的非原系不是唯一 
的. 

假如 G 是非原群 ， M 2 ，…是它的非原系，那么 G 中含有把 
M 中元屯变为中元七的变換，这变换显然就把变为 J ^， 
所以 M 的元数等于叫的元数，因此非原系竓 ， M 2 ，…的各个元 
数都相等 • 假如财的元数是质数，那么 G 就是本原群- 

定理1假定 G 是集合 M 的可迁群， G fl 是其中不使 M 中元 a 
变动的所有变换形成的子群，那么 G 是非原群的必要充分条件是 
C 有适合下面关系的子群 

GZyHZ^G,, 


证明假定 G 是非原群， M ， 蚱 ，…是它的非原系，从的元 
数大于是中元，显然 G 中所有把^^中元仍然变为 A /〗 中 
元，也就是说不使变动的变换成为一个子群，我们命它为只. 
因为 H 包含 G 中所有不使元 a 变动的变换，又包含把《变为 
中其他元的变换，所以再因为 G 是可迁群，所以它包含把 
a 变为 M 2 中元的变换，因此这就是说，所以 
必要条件成立 * 

反过来，假如 H 是 G 的子群，并且 G 3 H ： DG d ，我们把 G 分为 
若干个 H 的陪集 r ,//， 显然集合 

M t — r t H{a') 

的个数不小于 L 并且每个集合都包含两个以上 的元. 因为 G 包 
含把 a 变为 M 中任意元的变换*所以 JW 中任一元必在某个 
中 * 再任意两个没有公共元，这是因为，假如 

Titfi(a) = ) ， Uj 6 H ， 

那么 因此 

于是 per ,//， 这与假设不合.因此 M 能够划分为这样的 M ,. 类. 
又假如 P 是 G 中任意元，因为 
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^ C(3 ) (d ) — j f 

所以 P 把变为 M ,， 因此 G 是非原群，所以充分条件成立.于是 
定理得证. 

假如 G 二的子群，如果//心卜//。），我们 
容易证明因此适合 G3H 二^的子群//的个数 U 是固 
定的)就是 G 的不同的非原系的个数，这样我们就可以把 G 的全 
部非原系找出 • 譬如4元置换群0-=((1234))，& = ((1)>，这时 
只有一个 

//={(1),(13)(24)}. 

因此它的非原系只有一个 (H(1)={1，3}，(1234)H(1) = {2,4}) : 

{1,3} AZA}- 

对于体，也有所谓本原的与非原的之分.假如 K 是 f 的有穷 
次代数体，如果 K 中不属于 F 的元都是关于 F 的本原元，那么 K 
叫做本 原体; 否则就叫做非 原体. 

最后是非迁群的基本性质 * 

假如 G 是集合 M 的非迁群，我们可以把 M 这样来分类，先在 
M 中任取一元*把 G 的各变换对于这元在 M 的所有象作为一子 
集，再在 A/ 中任取不属于这子集的一元，把这元的所有象又作为 
一子集 ，这样继续下去，我们可以把 M 划分为若干个这样没有公 
共元的子集.显然 ，对于 任意子集中某 一元， G 中有把它变为这集 
中任一元的变换，并且 G 中任意赍换把任意子集中元仍然变为该 
子集中元.也就是说，对于这些子集来说 A 都是可 迁的. 这些子 
集我们又叫它做 G 的诃 迁系. 

譬如就是非迁群 B 的可迁系. 

要注意的是，虽然可迁群的非原系中各个子集的元数是相等 

的，但是非迁群的可迁系中各个子集的元数却不一定相等，譬如 

{2,(123),(132),(45)023)(45),(132)(45)} 

是集合{I， 2 , 3 , 4 , 5 !的非迁群，它的可迁系是 

定理2假定可迁群 G 的正规子群//是非迂群，那么//的 
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可迁系中各个子集的元数相等+ 

证明 假如 G 是关于{ I ， 2 ,…，饥丨的可迁群， 

{ I ， 2，…， H k<jn ， 

是方的可迁系中一子集，我们命〖是不属这子集的任意数.因为 
G 是可迁的，所以它含有把1变为/的变換 * 假定等于 “那 
么 a ( l ),< r (2), …，又是 J // 厂]=//酌可迁系中一 子集. 这因 
为， H 中含有把1变为{1，2,…，々}中任意元的变換，因此 
中含有把 〆 1) 变为& (1)^( 2 )，…中任意元的变换.假如 
a / Zf 1 中含有把 ^1) 变为^« + 1)的变换，那么 H 中就有把1变 
为 >+1 的变换，这与假设 不合. 因此…是//的 
可迁系中一子集.因为（是任意数，所以 H 的可迁系中任一子集 
都是由 > 个数组成的，这就是说，//的可迁系中各个子集的元数 
相等，因此定理成立. 

在上面的证明中，假如 m 是质数，因为那么是=】，于是 
我们得知，对于元数是质数的集合的可迁群，它的正规子群除单位 
元群外，都是可迁群. 


习题 6. 6 

假如 G 是 M 的可迁群的元数是的元数是^，试证成|1 

2- 假定 G 是旭={1，2，_“，^0的可迁群，0,是(；中所有不使丨变动的变 
换形成的子群，试证中任意两个辟共轭.假如 M 中对于 C ；* 中 
任意变换都不动的数宇的个数是叫，那么 G * 的正规化子的元数是办，这 
里 A 是&元 数. 

3- 假定於，…必}是 Um ” …，的可迁群，// = 

W 是 A …的可迁群,试证衫个排列 

gifijii = 1 ， 2,… j= 1 ， 2,…，/+ 

成为彳 a , t ■■* ’ b ” …， 的非迁群 ，井 且彳 aiTii ;，"’} ， { fri ， fti ，… } 是它 

的可迁系. 

4,试证6元群 G =<(123456>)， G , = C (1)) 时的子群只有二个 
^=((1), (14)(25)(36) },//, = {{1),(135)(246)1 
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因此 G 的非原系也只有二个，求出这二个非尿系 • 

5-试诳对称群&的子梅 

W={ (1),(145)(236), (154) (263),(12X35X46) t 
(13)C24K56)t(16)(25K34)} 

是对=彳1，2,3,4,5,6丨的非 M 群 ，弁求 出它的所有非原系. 

4 
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第 7 章 

伽罗瓦理论 

这幸介绍有穷次可离正规域的伽罗瓦理论，它在代数及代数 
数论上都占有重要地位.前三节介绍基本概念及基本性质，后四节 
主要讨论多项式用根号解出的问题，是伽罗瓦理论的一个重要应 
用, 这问超是借伽罗瓦理论获得解决的 ，伽罗 瓦理论之来也正是从 
这问题所引起.很多关于域的问题可以化为域的自同构形成的群 
的问题来讨论，容易得到解决.这是伽罗瓦理论的基本思想，其重 
要也就在此 ■ 

这幸讨论的体都是域. 

§7.1 伽罗瓦群 

我们知道，假定尺是域厂的《次可离域. 根据§ 5. 7定理1， 

我们可 以把尺 写成 K = 如杲 /Cr) 是 F[>] 中 a 适合的 n 次 

既约多项式』 (3F) 是 /U) 的分裂域，由§ 5. 6定理6,得知在 L 

中*尺 关于 F 的同值映射有”个互异的，并且不论£如何扩大，在 

同一域中，这样互异的同值映射不能多于 n 个.假如 / U ) 在 L 中 

的零点是…，心那么在 L 中 A 关于 F 的同值映射是 

把 /Or) 的零点“仍然变为 /(:r) 的零点〜因此，把尸⑷中元 
— 1 ”一1 

变为乏> 〆 *，所以这同值映射是把 fu ) 变为它的共轭域 

( = 0 t = 0 

，(叫 ） ，这同值映射我们用力表示，即 

a k (a)^a^ 
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假如又是 F 的正规域，那么 = ,所以 K 

关于 F 的同值映射是 K 的自同构.它不使 F 中任意元变动.显 
然， K 的这样自同构的逆以及任意两个这样自同构的积仍然是这 
样的自同构.因此，所有这样不使 f 中任意元变动的尺的自同构 
成为一个群，这群叫做 A ： 关于 F 的伽罗瓦群，或者叫做 K 关于 F 
的群，我们用 G 来表示 • 这就是说，正规域 K 关于尸的伽罗瓦群 G 
是所有不使 f 中任意元变动的 K 的自同构组成的群 . § 5. 5中所 
以叫 K 做 f 的铷罗瓦域，其原因就是它的群 G 叫做锢罗瓦群，由 
§16定理8，我们得知旧| = 00士0=«，于是尺关于^的伽罗 
瓦群 


G = { a t ，…， a ], 

上面，我们介绍 K 关于 f 的同值映射是先把尺写成 F 的单 
扩张，因此引用了 K 的本原元，但这引用只是为了方便，并不是非 
如此不可-假定 尺是由 F 陆续 添加叫 ，叫，…，％形成的扩张域，即 
尺=/^ 1 ，〜，*"，0，那么，在1的适当扩张域/>中，/：关于/’的 
同值映射可以这样来求得，先求出关于/的同值映射，这鉴 
同值映射都把 A 变成它的共轭元，然后将这些同值映射延长成为 
Wh ，％) 关于/'的同值映射，就得到在 i 中/关于 F 的所 
有同值映射.这样继续下去，最后将，…， 5^) 关于 f 的所 
有同值映射延长 ，就得_在1 中 A ： 关于 F 的所有^值映射. 

我们知道 G 中任意元不使 f 中任意元变动，它的逆也成立, 
这就是 

定理1假定 G 是 K 关于 f 的伽罗瓦群，那么 K 中关于 G 
的任寒元不变动的元都在尸中. 

证明因为尺中任意元〃适合的 PO ] 中既约多项式的次数 
等于 a 关于 F 互异共轭元的个数.如果这个数等于1，那么 a 就是 
F 中元了.假定 Y 是 a 在 K 中关于 F 的任意共轭元，因为 FU ) 

(乂 ） 关于，同值,由§ 5. 5定理 3 ,我们可以把它延长成为 K 的自 
同构.因此 G 中有把 a 变为 Y 的元.现在 G 中所有元都不使《变 
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动，所以这就是说〃的共轭元只有它自身，即 a 的共轭元的 
个数等于1，因此定理得证. 

于是 K 中无在 F 中的必要充分条件是:它的彻罗瓦群 G 中 
任意元不使它变动，这是伽罗瓦群一个最基本的性质 • 再由上面的 
证明，我们又得知，假如 〜身是 K 中关于 F 的共轭元，那么 G 中有 
把 a 变为沒的元. 

域 F 的有穷次可离正规域，当它关于 F 的伽罗瓦群是阿见耳 
群时，就叫做 F 的 R 贝耳域 ，是循环群时，就叫做 F 的循 环域. 
下面我们给出几个伽罗瓦群的例- 
假定 Q 是有理数域， 

K=Qico,-i r 2 

是 q 的正规域，显然 w+yy 是它的本原元，但我们不把 /c 写成 
单扩张，因为这样反而 麻烦. 因为 JC 中允是系数是 Q 中元的 
W 的多项式，又因为分别是 G 牛既约多项式 

x 3 — 2 =(文 — ^/~2 ) ( j ： — w ^\/~2 ) 〔： r — - \/~2 ) t 
X z +JT+1= (JT 一 Cr 一如 O 

的零点，而尺关于 Q 的伽罗瓦群 G 中元把它们的零点仍然变为 
它们的零点，所以 W 的象只能有3个#的象只能有2个.但是 

) ，所以合并它们就得到下面6个不使 Q 中元变动的火 

的自 同构： 


_ 

■ 

― 

■ 

■ 

B 



團 




BB3 

國 

m 

U 

■ 

n 

^BD 

团 


因为 OO Q) = S， 所以这 6 个自同构就是 G 的全部元.再由计算 
容易得知 



[§ 7 . 1 ：) 

伽 罗瓦群 

249 




因此 

G = { 1 f<T\ t<Tg ^^7^3 


即 

G T _ ， ff 3 > — l—crf 一 cr?,<y 3 々 3 _cr” 



显然 G 与对 称群& 同构，即这就是说， K 关于 Q 的伽罗 
瓦群是 

p 

再假定 K = Q ( e ) J 是找次本原单位根.昆然 JC 是 Q 的正规 
域.我们知道， r* 是 n 次本原单位根的必要充分条件是〃，心互质， 
即 (《，〜）= i •假如〜，…，〜^是模《的简化剩余系 [1] ，于是我们 
有分圆多项式 

fin) 

/ f I 

它是中 9< n) 次既约多项式，假设 q 是 K 关于 Q 的伽罗瓦群 
G 中的任意元，因为 〜把武 Or) 的零点仍然变为軋 &) 的零点,设 
df) =卜，因此 

式中 ㈣ 戸 mOO . 因为 (u) = l， （〜，”）=1，所以（屯 rt 广 ”）= 1, 因 

此 n 二〜假如命 A 与〜对应，即〜一…那么，这对应就是 G 二 

{w •，〜 与乘群 {〜 ，…， ~ n> } 的同构，因此 G 是交换群^ ] .所以 
K 是 Q 的阿贝耳域- 

假如〃是质数，那么〃的简化剩余系对乘法成为一个循环群 
( § 5 .8)，因此 G 是《 — 1元循环群，所以这时 K 就是 Q 的循环域. 
此外，我们还有 

定理 2 假定 f 含有《次本原单位裉，欠这里 a 是纯 
多项式的零点，也就是说， a 是 f 中某元的《 
次根，那么 /C 是 f 的循环域. 

证明 显然 K 是 P 的正规域.假定 f 是中 〃次本 原单位 
根.那么〜^…，是 K 中 / Cr) 的零点，如果/⑴是既约的， 
那么 &关于 F 的次数是〜因此欠关于 F 的伽罗瓦群0与^次 
黾位根形成的循环群同构]所以 G 是 n 元循环群. 
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如果 / U ) 是可约的，那么 K 关于 F 的伽罗 •瓦群 G 中元^把 
/(^)的零点 a 变为某零点 rw , 即 4( a ) = fa ， 因为 

cr^Ca) = jjCf'/a) = 芒 " 屯 ( 立） =$^. ■ H ia=^a 

式屮我们命 A 与 巧对应 ，即显然，这对应 
是 G 与由某些 n 次单位根组成的群的同构.由§ 5_8定理5，《次 
单位根组成的群是循环群，因此它的子群也是循环群.所以 G 是 
循环群，于是 K 是，的循环域，定理证毕- 
定理3有穷域是它的质域的循环域 - 
证明假定 K = GF (/0， F 是它的质域.由§5*8，/：是 F 的 
正规域.对于尺中任意元〜我们命 〆 与它对应*即 a 一因为由 
§ 5. 8, X 中任意元《 = 〆 ，所以 / C 中任意元 a 可以写成 
我们容易得知 a — V 是/：的自同构•当时 ， Y 因此这同 
构不使 F 中任意元变动，所以它是伽罗瓦群 G 中元.我们用记号^ 
表示，即 oia )= a ^ 于是心^，… 〆 =1都是 G 中元 • 由§ 5 U 
中有阶数为 〆 一〗的元，因此这《个自同构互异，但(尺： F )= n , 
所以 G 的元数是;>•于是 G ={ 〜/，++ •，/ = 1}，即0是《元循环 
群，所以 X 是它的质体的循环域.定理证毕. 

定理 4 假定 L 是火彳的中间体，即 iCQLPAC 是 尺关子 
F 的伽罗瓦群， H 是尺关于 L 的伽罗瓦群，那么//是 G 的子群， 
并且 

这里&是 G 中所有这样的映射^不使 K - L 中任意元变动，并旦 
^是 L 关于 f 的同值 ，即 A 是 G 中某元产生的 L 关于 f 的同值 
映射，《是 G 中所有产生 L 关于 F 互异同值映射的个数. 

证明因为 K 的自同构不使 A 中元动的，当然也不 使尸中 
元动，所以// 是 G 的子群.再则我们易知， G 中任意元 a 可以看成 
H 中一元 r 与某 a 的乘积 〜 r , 因此 a 在陪集〜//中如 
果内 H = 的话，那么① = Ar , reH . 于是对于厶中的任意元 
/?，我们有 
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沒）=力7*(沒 ）=~( j 9) ， 

因此定理成立 * 

求伽罗瓦群利用上定理先求出它的子群有时比较方便- 
替如，前例求 K = Q …， AT 〕关于 Q 的伽罗瓦群，我们先求 
出 K 关于 Q (4 T ) 的伽罗瓦群//,显然//只有两个映射，一个是 
恒等映 射厂另 一个是即 

t ( A/~2 — ， r (0 = — / 

所以再因为在 Q 中是既约，所以 Q ( W ) 关于 
Q 的互异同值映射有3个.设 c 是这样的一个 

= w ,tr((o)^=co 

因为 

c l (^/~2 ) ~ o (&> \ ) ==疗 （如 )— w 2 \ f ~2 , 

所以 dl ， 于是 

G =// — {1 

这结果与前面得到的一致， 

讨论过尺关于 F 的伽罗瓦群之后，我们将介绍多项式 /(y 
的伽罗瓦群. 

假如 / Cr ) 是 F 的” 次可离多项式，^，…，是它在同一分裂 
体中零点，那么，…，〜)是 f 的有穷次可离正规域，尺关 
于厂 的伽罗瓦群 G 又叫做 / Or ) 的伽罗瓦群.这时如桌 t F )= 
饥， …，〜 d ，显然 〜(〜） ，…，都是/匕）的零 
点•又因巧是 K 关于 F 的同值映射，且〜…， ow 互异，故 ^ Caj ) , 
…，〜 ( O 也互异，因此〜 ( a ^) ，… ，巧 (〜） ，是^ , a M 的一个排列. 
于是对于巧，我们有排列 

«1 … 

Sf= . 

Wa) … a f (a H ) 

假如& = \， 那么 aMO ^ oXa ^) 因为尺中任意 
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元^能够用系数是 F 中元的 A ，…^的多项式表出，所以^(«)= 
1( a ), 这与 c ^ o } 的假设不合，于是 m 个排列互异. 

再因为 

… a » 1 

SiSj = 

…叫(〜） 

因此，如果我们命^与 * 对应，就是力那么这个对应就是 (； 
到 W ， ……上的同构，所以&与力，…， a 上对 称群& 的子 
群同构，于是我们有 t 

定理5 «次可离多项式 / U ) i 伽罗瓦群是/( I )的 n 个零 
点上对称群义的子群. 

同前面类似，一个可离多项式当它的伽罗瓦群是阿贝耳群时， 
叫做阿贝耳式，是循环群时，叫做循环式. 

譬如 Q 是有理数域， / Or )=/ — 3 ：r — 1, 根据§ 5. 5习题6,我 
们容易验证 / G ) 是 Q 的止规式，如果 K 是它的分裂域，那么 
(K : Q ) = 3 .因此 / U ) 的伽罗瓦群 G 是3元循环群，但 以中 3元 
子群只有士，所以 G 二為. 同样，我们也不难证明 fU )=^~9 x 
+ 2不是 Q 的正规式，因此它的分裂域关于 Q 的次数是3 * 2 = 6, 

I 

于是 / Ot ) 的伽罗瓦群 G 是6元群，所以 G ^ S ^\ 

下面是关于可离多项式的伽罗瓦群的一 个常用 定理. 

定理6假定 / U ) 是 f 的可离多项式，那么它的伽罗瓦群 G 
是 /( W 零的可迕群的必要充分条件为 /( D 是既约式. 

证明假如 / U ) 是既约式, W …是它的零点，因为 FU ,) 
tfU ) ，由§ 5. 5定理3,这同构延长就成为 C 中元，这就是说, G 
中有把 A 变为任意 A 的元，因此 G 是，…， d 的可迁群. 

假如 /( x ) 是可约式，是 / Cr > 的两个既约因式， 
A 是 / iCr ) 的零点 A 是八 U ) 的零点，因为 G 中元把 / Or ) 的零点 
仍然变为 A ( x ) 的零点，所以 G 中没有把^ 变为 a 2 的元，因此 (； 
是{〜+*+，〜}的非迁群* 

于是定理得证. 
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譬如 ，在 前面的例中, / Or ) = Or £ +: r + l )(: r 3 — 2.) 的分裂域火 
= Q ㈦ ， JT )， 所以 / Or ) 的伽罗瓦群 


G = {1 ，戊 1 ， 02 ， (73 ， (74 ，订 5 }， 


假如把 / Or ) 的雩点 H ■分别用1，2^，4,5 
表示 ，那么 


1 = (1)， 6 = (3 4 5) ， h=(3 5 4 )， 

A-=(l 2)(4 5) ， a=(1 2)(3 4) ， a=(1 2)(3 5) 

显然 G 是非迁群. 

要注意的是在前例中， G 是 3 个文字的可迁群，但在这里 G 是 
5 个文字的非迁群，两者的对象不同. 


习题 7*1 


1. 试证 3 次既约多项式的伽罗瓦群是对称群或是交代群， 

2 - 试证列>]中多项式 /(d 的彻罗瓦群全由偶排列组成的必葵充分条 
件是 /&) 的判别式的平方根在 F 中. 

3 * 假设 ，〗），Q 是有理数域，试求 K 关于 Q 的伽罗瓦群及它 
的群表. 


4 - 假定 K = FM 关于 F 的伽罗瓦群 G = h ，…，〜丨，那么 a 是打上]中 
既约 多项式 /( 工 )=( 工一内 ((0)…^ ：，江》 > 的零点 . 

5 .试求下列各多项式关于有理数域的伽罗 瓦群： 

^ — 2^^ A 2 J + 1 - JT* — 1 0/ H~ 1 * 

6- 试证 /-5 P +6 与/一] 0/ + 1的分裂域都是 

^ t ^ qcv ^ T " , y \/ r ^ } t 

但前者的伽罗瓦群是非迁群而后者的則是可迁群. 

7 *假定域厂含有质数 f 次本原单位裉，试证分 一〜 a eF， 在 fdo 中或 
是既约，或是完全分裂为一次因式的乘枳. 

8 -假定域 F 不含质数 P 次本原单位根，试证/一在 FOO 中或 
是既约，或是 x p — a — x p — & p = Cj ： —a) 卜】 +aj： 卜 2 + … + 〆 -1 ) ，这里 

a — o^.a^F. 
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§7-2 伽罗瓦理论的基本定理 


这节讨论的中间体与 X关于//的伽罗瓦群 G 的子群间 
的关系，它是伽罗瓦理论的基础. 

假如 G 是 G 的子群，那么/：中所有对于 G, 中任意元不变动 
的元成为 K 的子域，这是因为，如果 

那就有 

a { a ^ a } ) = ai — < x ^ c { a t u ~ l )=^ a t a ^ 1 , 

这子域我们叫做仏所 属的域 ，用表示.因 此厂是 C 所属的 
域， K 是单位元群£所属的域，即 

F = K ( G ^, K = K ( E ). 

同样，假如&是的中间体，那么 G 屮所有不使/：:中任 
意元变动的元成为 G 的子群，这是因为，如果 

那就有 

ff t a s M = cc . 

这子群，我们叫做所厲的群，用表示.因此£是 K 所属 
的群， C 是 F 所属的群，即 

E=G(Ky,G=G(F). 

由上面的等式，我们得知 . 

K(G{F))^F t G(K(E))^E. 

把，换成欠，把£換成上面等式也同样成立.但对于任意 G m 
，根据定义，我们只有 

假如把 G 与它所属的域对应 ，把& 与它所属的群 G (尺 J 
对应，那么根据上面等式/与 G —一对应，£与 K 也一一对应. 
如果上两个不等式都是等式，那么与6'(^)—一对应, G, 与 K 



C §7.2] 


伽罗瓦理论的基本定理 


(GO 一一 对应.下面的定理就将解答这个问题，它是伽罗瓦理论的 

基本 定理. 

定理1假如 K 是 F 的有穷次可离正规域, G 是 A 关于，的 
伽罗瓦群，那么 

r K 少的中间体&是 G(D 所属的域， BP 

r G 的子群是尺 ( O 所属的群， gp 

C ( KCG ^)= G ^ 

3 。的元数等于（尺 ： D/d ) 在 G 的指标等于 
( K , : F ) , 

这定理的含义，我们可以用下面的图式来表示： 

n—M 



F ^ Kx ^ K 


这里 Q 是&所属的群，&是&所属的域. 


£| = |G| ， k= i\0^ GJ, ^ MGi ： 五 I = |(^| . 

於 \ CK*F) ; _ 1(^ J F )； 1 (K t 

证明首先，由 §15 定理 7 我们得知 K 是 &的正 规紙故 
由定义知是 K 关于尺 ： 的伽罗瓦群,所以尺 
再由§ 7 . 1定理1，尺中对于 0(/^) 中任意元不变动的元都在& 
中，也就是说所以 


| G 1: ii | = | G 小 


囚此厂 成立. 


K ( G ( K 1 ))^ K 1 , 


其次 * 假如 GfU ” …， a 山因为 G (尺 (GWQG" 如果我们能 
够证明以尺叫））的元数不大于那么 G (尺 (GdhQ ,2。就告成 
立.因为 G (尺 (G)) 是/：关于尺 (G0 的伽罗瓦群，所以我们只要证 
明(尺： KiGr ^ h 就行了，现在假设尺=厂 U)， 因为 多项式 

/(jt) = (:t—A( oO)(x — tf 3 (d)) … （x —内 （ g)) 
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的系数是办 U ) 的初等对称多项式，所以它对于任意 
都不变动，因此它们是 / UQ ) 中的元.再《是 /( x ) 的零点 * 所以《 
关于夂(0的次数不大于 M 但尺 s / aGXa ), 于是: K(G,)) 
因此2°成立. 

最后，因为是尤 关于义 的伽罗瓦群，所以|6(&)丨= 
(K : K 】) ■再假如 

\G\=n,\G{K l )\=h,\G^ 

那么，我们就有，但 

(K F)^n,{K ^ K^^hAK ： F)={K i K t )iK { s F), 

所以 d 因此 3° 成立. 

于是定理得证. 

我们知道以尺^是 夂关于 &的伽罗瓦群、由上定理中2°又 
得知 G 是 K 关于尺(&)的伽罗瓦群.上定理是根据这个关系建 
立了 K . F 的中间体与 G 的子群间 一一 对应的关系，这是伽罗瓦 
理论中最基本的一个性质，它已经在多方面得到了推广 * 

1928年克努尔把上定理推广到次数是无穷的代数扩张域， 
1940年贾柯勃逊推广到一般域，1945年又推广到不是可离又不是 
正规的域年中山正( 〗 91 2 〜]%4)已推广到满足极小条件的 

环^.他们对子群都要作适当限制，中间体与子群 一一 对应才能成 
立. 

作为定理1的一个应用，下面我们给出§ 5. 7定理3 —个较 
简单的证明. 

假定尺 = FU ) 是 F 的可离单扩张域，那么尺 J 的中间体只 
有有穷个，这是因为，假如 L 是包含 K 的 F 有穷次可离正规域， 
由子 L 关于 F 的伽罗瓦群是有穷群，所以它的子群只有有穷个. 
于是，由上面的主要定理得知， U 的中间体也只有有穷个，因此 
K 、 F 的中间体 M 有有穷个.反过来，假如尺是厂的可离域，如果 
K . F 的中间体只有有穷个，那么 A ： 关于 f 是有穷次，因为不如 
此，夂/的中间体就有无穷多个，所以 K 是厂的单扩张域. 
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上面是讨论尺(心）与 0(/^) 的关系，现在我们来讨论，假如 
K , 已知，(；(&〕如何去求？又假如 G , 已知, ^( G :) 又如何求？ 

假定&=以札，…， ‘）， 因为 K = 所 以汉是 a 的多项 

式.假定 C 中元 a 把 a 变为叫，如果我们在表示 A 的 a 的多项式 
中把《换成％，仍然是这个多项式，那么 c 就不使 A 变动 . G 中不 
使 A ， … ，必变动的元也不使中任意元变动，因此所有这些元 
组成的子群就是 G (&). 

再假定{〃 3 ,…，〜 h 那么 K 中所有对 a ， …，〜不变动的 
元组成的子体就是所求的 K ( q ) •■我们也可这样来求 / UG ) ，由 
前面得知多项式 

(: r —A Ca)) ( 工 一 q (a) )(z— 江”⑻ ） 

的系数都在^(^中 ，因 此把这些系数添加于 F 所得到的体 /TG 

并且:义）<仿，由 §4*1 定理 M/UCP : 0 = 1,因 

此 K ^ KiGO ^ 这就是说，把…， AU ) 的初等对称多项式 
添加于，得到的体就是所求的 K(GA 

例如在§ ' 1中 ， K = Q ( asiy ) 关于 Q 的伽罗瓦群 

G= {1 ,cr,cj 3 ， r ， cjr ， ^r}. 

显然它有一个 3 元子群 G ,-= {1/，/},三个2元子群 

G 2 = U，r}，G 3 = {1 ，打} ，G 4 = {l*/r}. 

由计算我们容易得知，与它们对应的子体分别为 

K 产 Q ^ J )， 

K,=QW AT) ^ 4 =Q(w ^TZ). 

蕾如由 K ,= Q (<^ ) ，因为 

泛 (V 7T) sWT ，， (V ^T) =0； ， rU 2 ) = w , 

<Jt{w 2 ^sf~Z ) -^Z ) = ^2~, 

所以 G ( K 3 ) = { l ， ar }， 又由 G »={ l ， tnr }, 因为尺中的任意元都可 
以写成下面的形状： 

^— d\-\- A j s /^2 +aw ^ sf ~2 ^ f ~2 y 
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假如的中间体，&是尺关于 F 的伽罗瓦群， 
G ^ G ? 分别是尺关于&，心的枷罗瓦群，即分别是&， A 所属的 
群，它们之间还有下面一些重要性质. 

定理2假如尺 PA , 那么 GCGh 反过来，假如 GCG ， 那 
么 Up 

证明俾如因为 K 的自同构如果不使&中任意元 
变动，显然也不使 M 中任意元变动，所以如果，那 
么& =&，这与假设不合，因此 GiO ^. 


于是 

(TtCq^) —Hi +c3 2 ^ 2 +<3 + 2 H~<?5 v 1 ^ 2 + 2 ， 

的必要充分条件是 


<?2=<23 —(3 s 


因此 




^i + aiCw+ap 2 ) + <24(^ 2 + w 2 ) ^ 2 ， 


^1 


02 +^ 4 ^ ^/~2 + 


— a -^- baj 2 ， a ， b€Q 

即 at QU Z ip [、， 所以 K ( G t ) = QU 3 ^/ T ) 
它们之间的对应关系用图式表示 如下： 

K ^ Q {< o ,^/ T ) 



K,=QM ^ 2 = Q (^ T ) K ,= QW ^ TZ ) K \= Q {^>^2) 


Gi —(<t) G ? ={Ur} 


G 3 = {1，< rr } G 4 = {1， tf 2 r } 



QtiG 
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再假如显然如果/： 严 &，那么6=仏，这 
与假设不合，因此仏所以定理得证. 

我们知道，假如 G 中有元把&变成那么，仏关于 F 
同值 • 因此，& 2 关于厂共轭 （ § 5. 反过来，假定，尺 2 关于 
F 共轭，也就是说关于 F 同值，由§ 5. 5定理2,我们不难 
得知这同值可以延长成为 K 的自同构，所以 G 中有 元把& 变为 
^ 于是 关于， 是共轭体的必要充分条件是 G 中有元把 
K ' 变为 I . 再由§ 5. 5定理6,我们又得知，中间体&是 F 的正 
规域的必要充分条件是 G 中任意元不使 A : 自身变动. 

定理3假如关于 厂共轭 ，那么共轭;反过来， 
假如 G 共轭，那么&，尺 2 关于 F 共轭， 

证明 假如 &， &关于尸共轭，我们命 = ，那么 

(尺 X ( 尺] ) =( j ( K : ) = K 2 . 

因此，同样因为(欠£)=尺!，我们有，因 
此、所以 

再假定 = Gs ，那么 

G.CciKO^^iKO^^KO* 

因此 〆 /：]) 二尺 2 ■又因为 Gpcr - iGV ，所以 d / CJGt ，即 

疗(尺1)，因此 

定理证毕. 

假定&与它的共轭体一致，那么 Q 就与它的共轭群一致， 
因此，我们得到'下面中间体是正规域的必要充分条件. 

定理 4 &是 f 的正规域的必要充分条件为6是0的正规 
子群. 

此外，在尺与 G 之间还有很多类似的性质，譬如尺是可解域 
时， G 就是可解群;反过来 G 是可解群时， X 就是可解域， 

再假如我们已经知道 尺关于 F 的伽罗瓦群，那么*我们不仅 
可以知道欠关于任意中 间体& 的伽罗瓦群，由下面定理，我们还 
可以知道尤关于尸的伽罗瓦群. 
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定理5假如&是 F 的正规域，那么&关于 厂的彻 罗瓦群 

G^G/G^ 

证明 因为&是 F 的正规域，所以 G 中任意元0产生 G 中 
一元义 由§ 5. 5定理2,我们又得知，中任意元可以延长成为 G 
中元，因此，假如命/与。对应，即，这对应显然就是 G 到 G 
上的同态.但这同态核是 GY ， 由 § 2. 5定理5,即得二 G / G : ，因 
此定理成立- 


习题 7. 2 


^ 假设 G 是欠关于 P 的伽罗瓦群， G ] 而是 C ； 的子群，试证所 
厲的域是 K (^; 1 )^欠( G s >，^； 1 ^ G s 所厲的域是^■(^：( G 山尺 a ^)>■ 

2. 假如 G 是尺关于 F 的铟罗瓦群， K 1 TJ R ： 2 是■的中间体，试证 
所厲的群是山所厲的群是 


3 - 假如尺是 F 的扩张域， F ( ff ) 是 F 的正规域，试证 / CU ) 关于尺的伽 
罗瓦群与 FOO 关于 F 的伽罗瓦群一致的必要充分条件是 

F{a)DK=F, 

4- 假如 K 是关于 F 的阿贝耳域，试证的任意中间体是 F 的正规 
域，并且又是关于 F 的阿 M 耳域. 

5* 假如尺是 F 的正规域 i 三 L 二是 K 中包含 L 的最小的 F 的正 
规域，试证 F ; 所厲的群是 i 所厲的群与它的共轭群的交集. 

6. 俚如 Q 是有理数域， K = Q (“ VTK 求 K 关于 Q 的伽罗瓦群，并求 
它的子群所厲的尺的子域. 

7- 假定 K 是关于 F 的有穷次不可离正规域，它的特征 数是心 厶是尺 
中 F 的最大可离域，（厶 * ，那么尺的所有不使 F 中的任意元变动的 

自同构组成的群叫做 尺关于 f 的伽罗瓦群，试证： 

1 ) G 的元数 等于如 ，即 G 的元破等于 K 关于 F 的缩减次数， 

2) C 是 L 关于 F 的彻罗瓦群. 

3) 偁定 M 是尺，/的中间体，那么 GO ^^ Ga ，）, 这里厂 是& 中 F 
的最大可离域. 

4 ) 假定 G 是 c 的子群,那么 KiSjac ； 5 中任意元的/>次根如果在尺中 
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必在 & 中. 

5 ) 

B ) 煆定 A 中任意元的次根在中，那么尺(0(&)) = &.这就是 
说，定理1能够这样推广到不可离域. 

§7*3 正规底 

有穷次可离正规域的伽罗瓦理论包含四个主要定理，上节的 
定理1及定理 4 是其中两个，这节我们介绍其他两个.因为正规底 
存在的证明较麻烦，所以这节大部分篇幅是介绍这证明. 

假定 G 是由域 K 的《个自同构组成的群， F 是/:中所有对 
于 G 中任意元不变动的元集合，显然 f 是 K 的子域.这 G 是否就 
是 K 关于 F 的個罗瓦群？假如我们能够证明 CK 那么由 

§ 5 - 6 定理 7AK * 因此由§工6 定理&火是分 的可离 

域‘又因为 G 中元都是 K 的自同构.于是根据§ 5. 5定理6，尺是 
F 的《次可离正规域，所以 G 是 K 关于 F 的伽罗瓦群.下面是個 
罗瓦理论中第三个主要定理. 

定理1假定，…， 〜} 是由域尺的自同构组成的群/ 
是尺中 所有对于任意 A 不变动的元形成的子域，那么 (X : F )= 
w 因此 G 是 尺关于 F 的伽罗瓦群. 

这定理叫做德 狄亊得 (1. W . R . 1>^1^1^，1 83 ]〜1916)定理， 
有时又叫 做阿丁 ( E , Ai * tin，lS 牝〜1%2)定理. 

证明我们用反班法，假定 A 中 《 + 1 个元巧*…，％ +1 关于 F 
线性无关，因为由§ 4. 1定理1，线性方程组 

+ w + …， rt 

在中有非零解，那么这解不能在 F 中，否则就线性 
相关，与假设不合.假定 

a : l = a 1 ^^, a ： n +] — a n ^ l 

是其中这样的一个解，它包含零的个数是最多的.为了方便，我们 
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不妨假定〜关 0，!_< r ， a 产1 , a } = 0, j > r . 于是我们有 

( o 1 ) + ■** + < i r _ 1 (7 f ) + %( a r ) = 0，/’ = 1 1 ■” ，》. 

再因为 A， … A-】 不能都在 F 中，假定…并且 
此 

々 (a! V*A(a] )H - her* ( 小 - + <T*ff,(a r ) = 0. 

命¥. = 〜，显然当/ = 1，…，《时，卢1，“、《，于是 

U » i)H - h («,-_! >4- tJ ; ( a r ) = 0 

两式相减，得 

{a^^iaO Wa 。 十 - h {a r - l — tT Jt (<x r ^ l )}^ t (a r . l ) = 0 

因为〜一〜(4)^0,所以与上面…，〜的挑选矛盾，因此定理 
成立. 

定理2假定 G 是由域X的自同构组成的群 /是尺 中所有 

对 G 中任意元不变动的元组成的子域，如果 | ，那 么尺是 f 

的《次可离正规域.反过来，假如 K 是 F 的/^次可离正规域，那么 
\G\ —n. 

证明假如 心由 定理】即得 K 是 F 的”次可离正规 
域.假 如尺是 ，的；3次可离正规域，那么 jG 丨=心这是因为如果 
lG|<n ， 由定理 : 这与假设不合，所以定理成立. 

下面是正规底存在定理是彻罗瓦理论中第四个主要定理. 
定理3假定尺是 F 的 n 次可离正规域，是它 
的彻罗瓦群 ，那么 X中有元《，使 

A ( o 0 ，(％0)，… , cr „(^) 

敢为 K 关于厂 的底，这底我们叫做尺关于 f 的正 规底. 

证明我们知道，齐次线方程组有非零解的必要充分条 件是: 
它的系数行列式不等于零，因此我们容易得知, K 中元 〜，…, a 
如果适合 

. 二 IcrrHaj) | 古 0 ， 
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那么，它们就关于，线性无关，因此也就是夂关于，的底.于是 
K 中元 a 如果适合|( 】 （6^))|弇0,那么内0>,〜，〜0)就是， 
的正规底. 

现在分两段来证明 K 中的确存在着这样的元 
1 - 当尸是无穷域时+ 

假定〜 是 G 的单位元，并且规定当时，(~)=是，显 
然 ( M ), …， G _， rO 及（1，0,… ，（〜 *■) 都是1，… a 的排列，于是 

/(At . 

是/’[:^，…，中的多项式■取4 = 1,尤= 0々关1,因为(1,0 = 1， 
(* ，“古 j ，显然 

1 

/(I ， 0，+.* jO) 1 ^ \ = 1 ^= 0 , 

1 

因此/(々，•■• 弇0,即/(々，…， A ) 不恒等于零，但 

O ⑷… 1 (7； (< T ) 

/( CF〆 !!）， …，〜 （(0>= . 

= Icr^jM j. 

假如在 k 中我们能够找到元 c 使 / du ), …，久 u >) 关 o , 那么 
k 一 1 tool 关0,因此 aU ), …， 就是尺 关于 f 的正规底， 

下面，我们在[中来找满足 /(1( a ), …,的元 a . 
假定、…，〜是欠关于 F 的底，那么|6(七） f ^ o , 于是命 

(1) — CF , )jyi H - \~ a , ( a ”)、 “■二1，…, 

我们有 

n m 

/(々，…，: o =/( Si ⑻:^…， ZX ⑷3^ 

_ i ~ 1 t - 1 

=玄（妁，…， A )， 
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令⑴中心= ，由于|尝0,所以这时线性方程 

组⑴在 K 中有唯一组解沐因此 

犮(卢 1 ， … ，召 J 二 /( I ，0, … ，0)#0, 

这就是说，以：^，+“，％)尹0.再因为足(知-”，30的系数是/：中 
元，因 为尺是 无穷域，由 §3.10 习题 3， F 中有元七，…， A 使得 
贫(<2”…，〜)声0,命 

a=^a x a^A - h \“ n ， 


那么 

n h 

/(4(a) ， … ，戊 》)=/( ^(7 n (a.)(3 ( ) 

f ^ I t =) 

，… ，< aj 尹0， 


因此这吋定理成立. 

2-当 F 是有穷域吋. 

由§ 7-1 定理3,知X 是厂的 循环域，如〜，… ，〜是 K 关于 F 
的底/是 尺关于 F 的伽罗瓦群 G 的生成元，即 ( a ), 命 


S a/CT. , a t ^: F , 


那么 


|；7， [ (夕0))卜 | t 7^ l 4 j ( a ) | ^ +y ⑷二， 

* = 1 


这里 Say ，卢, in = A, 

假如在 K 中我们能够找出〜也就是说，在 f 中能够 找出+ 
使多项式 

«-i 

gix )— 

i = 0 

与 /(d=^ ■ — 1 互质，那么 M«)， … aU ) 就是正规底，这是因为 
这吋在中有满足 

j(jr)^Cjr) -\~t(j：) Cj: r — 1 ) ― 1 

的多项式 ， rLr). 再我们取《阶矩阵 


C §7-3] 


正 规底 
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因此|点— + ,|关0,所以 A ⑷，…⑷是 K 关于 F 的正规底. 

- 下面，我们来求使发 U ) 与 / u )=/-] 互质的 I 
假定 LQ / O 是/00=/-1的分裂域， V …人是 
/ U ) 在厶中互异零点.因为 a : ，在 L 中我们可以适当挑 

选 匕 +1 ，…， A n ，使 Ap …，匕，…，6,互异 • 如果 
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g (^)7^0 (t = l ，2, … ， 

那么 g (:) 与在 k 的扩张体中没有公共零点，因此 
与 / u ) 互质的了. 

我们把 〆 写成 

« 1 « 斤一1 

gib^= S^4 XJ = S a^fj t q {j — 

卜 1 - * = 0 ■' = 1 k = 0 

因为〜 …，％是 尺关于 尸的底，所以弇 0, 又因为 b …， 
乂互异，所以范得蒙行列式 

l^fi- II ib~b t )^o. 

因此， I 扣 1=| A %)| I 如种.假定 6,. 〜八是厶关于 F 的底， 

ft 

Qij= 6F + # ，户 1 ，… ，”- 

Jt = 1 

n 

因为 I 叫卜 H … A ，所以其中有某个于 

V …，夂 =i 

是在 f 中有满足 

ft 

" = 1 ， 2 , 

J ^ 1 

的元如果这时 

gibj) — S a ^= 2 ( 2h = 0 ， 

… *= i 

因为 y ^-, y F 关于 f 线性无苯，那么 i ； 这与上面矛 

r _ 1 

盾，所以关 0. 这就是说，象上面这样挑选的6,可以使 gOc ) 与 
/ Cr ) 互质，因此定理得证. 

这定理在1932年由多伊林 ( M . Deinkig ，〗 9 07 〜）首先证明， 
自后也还有其他证明，但直到1950年以前，所有这些证明都姜引 
用表现理论.虽然1叫2年阿丁有一个不引用表现理论的证明，但 
它只限于 F 不是有穷体的情形，因此不是一个完备的证明.这里 
我们介绍的证明是1950年伽塞斯 a W . S . Gasseis ) 及华尔 ( G . E . 
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Wall ) 提出的，它是一个不需要表现理论的初等证明 M . 

§7-4 多项式能够用根号解出的条件 

在复数域中，1,2,3,4次多项式的零点都可以由复数用有理 
运算及根号来表出,这是我们早已知道的 . 5次及 5 次以上多项式 
的零点是否也能如此?这节就一般情形来讨论.下面我们先 讨论它 
的必要充分条件. 

因为？1的零点 a 我们常常叫做^的《次根，写成 W ， 因 
此又叫做 F 的根号扩张域.又因为《 = 时，/一 a = 

( WP — a 的零点可以看成， i — W 的零点.所以 

^/~a =^/^^■ 

这样一来•我们就先引进下面的 定义： 

假设 K 是域 F 的扩张域，如果它们之间有中间体 

F = F 0 [F' [… (^F Ji =K ^Fi=F t ^ } (^) r 

这里《 F t ^, Pi 是质数，那么 K 就叫做 F 的根号扩张域. F [ x ] 
中多项式，如果它的分裂域是 f 的根号扩张域的子域，就叫做能 

够用根号解出 - 

为了方便，下面我们假定所需要的质数 A 次本原单位根都已 
包含在基础域 F 中，因此 f 的特征数异于 A . 

要注意的是的有穷次根号扩张域不一定是 f 的正 
规域，但可以再用根号来扩张使它成为 f 的正规域.这是因为，首 
先，由于 A 次本原单位根在，屮1所以/#)=，一〜 ， qe 心的 
所有零点都在的零点）中，也就是说 ，仏是 
/ i ( x ) 的分裂域，因此八是 f 的正规域.如果 k =厂，就是说讲= 
1，那么 k 就是 f 的正 规域. 如果尺二^:，就是说讲弇1,因为 

F 2 ^ F 1 { cl 2 ), a 2 是/一£1 2 ，心€/^ 的零点， 

这时^不一定是 F 的正规域.下面我们来作包 含心的 彡’的正规 
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域.命〃是6关于 F 的彻罗瓦群中的任意元.那么 

/ 2 ⑴二 n(w- -aia 2 y) 

6 

是 F [: r ] 中多项式,我们把的零点添加于 F 就得到 
的扩张域的 A ，因为，包含九次本原单位根，所以 h 是 f U ] 中 
多项式/ 3 ix ) f 2 ix ) 的分裂域，因此是 F 的正规域.如果 ，就 
是说，爪= 2,那么就是所求的正 规域; 如果 K 不是 A 的子域， 
即故>2，因为^ =込(％)，：^—4&仏0& 2 (1)，设〜是心关 
干 F 的伽罗瓦群中任意元，那么 

/“工 )= n ( w —咖 3 )) en :]. 

^2 

把兑 ix)u U )/ 3 ( d 的零点添加于 F 得到，显然并且 
L 3 MF 的正规域，如果 m = 那么 L 3 就是所求的域，如果 m >3, 
我们用同样方法继续添加根号，经过有穷回后，终可得到包含 K 
的 F 的正规域这就是说，假如 X 是 F 的根号扩张域，那么存在 
F 的根号扩张域 L 3 K ，并且 L 是，的正规域. 

我们先证明§ 7. 1定理2的逆定理以备引用. 

定理 1假定域 f 含有 n 次本原单位根 f , 尺是尸的 n 次循 
环域，那么 K ^ FOO , 这里 7 是纯多项式: r " 一 ae 厂 [>] 的零点. 

证明假定疗是尺关于尸的伽罗瓦群 G 的生成元，即 G = 
( W . 根据§ 7- 3 正规底定理，我们有元 使 

卢二 a + fcj ( o 0 + …尹 0. 

因为 / ( a ) = 所以 

=； T ( fl ) 十…+户 _ VU ) 

一 般八扪 = — 1, 因此 

于是/?有《个互异的共轭元，所以它们是同一旣约多项式的零点， 
这既约多项式显然是”次的.因此 K=f (如.再因为 
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所以 PGF t 命浐 = 〜 m 么 /3 是纯既约多项式 ，一 a 的零点，因此 
定理成立. 

要注意的是，定理中《不能用^的特征数声整除，因为如果 
不如此，首先 F 的《次本原单位根不存在.再的零点是重零 
点，把它添加于^得到的域不是可离域. 

下面是多项式能够用根号解出的必要条件，这里的多项式我 
们假定是可离的. 

定理2假定， Hr] 中多项式 /(x) 能够用根号解出，并且 F 
的特征数不能整除根号的次数，那么它的伽罗瓦群是可解群， 

证明假设尺是 /(： r) 的分裂体，因为 /0O 能够用根号解 
出，所以 K 是 F 的根号扩张域的子域.由前面的讨论，我们得知尺 
有这样的扩张域 L 存在，它是 F 的正规域，并且在它与 f 之间有 
中间体 

i^FdCZ … 匚！ ^=1 ,， 

这里含有 A 次本原单位根，所以 
F ， 是的正规域*假设 G 是1 关于 F 的伽罗瓦群， G, ■是 F, 所属 
的子群，于是我们有 

G^GoD.OG*^^. 

因为广 是巧- ^的正规域，所以 G, < ，且 G.^/G , 是厂 关于 

的伽罗瓦群，因此 G^/G, 的元数是 fit . 于是它是循环群，也就 
是交换群，所以 G 是可觯群.但尺是/的正规域，因此 G/GOO 是 
K 关于 f 的伽罗瓦群，也就是/(I)的伽罗瓦群.因为 G 是可解 
群，由§ 6 . 3 定理商群 G/G(ZO 也是可解群，所以 /Or) 的伽罗 
瓦群是可解群，因此定理成立. 

在上面的定理中，如果 F 的特征数能够整除根咢的次数，那 
么 /( 幻的分裂 域尺是 f 的不可离域，这时它的彻罗瓦群就不在 
我们讨论范围内. 

现在，我们来证明根号解出的充分条件. 

定理 3 假定中多项式 /( x) 的伽罗瓦群 G 是可解群， 
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并且 F 的特征数不能整除 G 的元数，那么 /U) 能够用根号解出. 

证明我们知道.假如群其屮方/都是4的正规 
子群，如果 AIC 是交換群，由 S & 2第一同构定理， 

A/B^(A/C)/(B/C) 

所以 A / B 是交換群.再因为交換群只有元数是]或是质数时才是 
单群， 于是我们容易得知，这时 K 关于，的伽罗瓦群 G 有这样的 
合成群列 


其中商群 G , 是元数为质数 A 的循环群■命尸，是 K 中厲于 
G 的予域 t 于是我们有 

Fm … (ZF 产 K. 

因为(^^是^的正规子群，所以是八^的正规域.再因为兄关 
于凡-!的伽罗是负次循环群,所以 K 是的八次 
循环域.但我们 已假定 F 中含有 A 次本原单位根（因此/的特征 
数异子 P,)， 由定理 UWV/a 山这里 ，所以欠是 F 的 
根号扩张域，因此 fix ) 能够用裉号解出,所以定理得证. 

我们要注意的是，在上面定理中，如果 没有， 的特征数不能 
整除 1GI 的这条件，那么定理1不能引用，因此定理就不能成立. 
也就是说，多项式 /U) 的彻罗瓦群虽是可解群，如杲 F 的特征数 
与叫不互质，那么 /Cr) 不一定能够用根号解出.譬如，假定 f 是 
特征数为 2 的质域,关于 F 代数无关, K = 是 F 的超 

越域，那么2次多项式 

fix)^x 2 -\-ux~\-v 

显然是可离的，因此 /GO 的分裂域是 K 的2次可离域，子是 /&) 
的伽罗瓦群的元数是 2 ,所以它是可解群.但是添加竒数次纯多项 
式的零点于 K 得到的扩张域关子尺是奇数次，添加偶数次纯多 
项式的零点于 K 得到的扩张域是 K 的不可离域，因此 /Or) 的分 
裂域不可能是 K 的根号扩张域的子域，这就是说， /U) 不能够用 
根号解出. 


[§7_5] 


多项式的解 
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在上面讨论中，我们假定厂含所需要的质数 A 次本原单位根 
只是为了方便，如果没有这假定，上面的定理2及定理3仍然是同 
样成立的，其理由如下： 

假如 / U ) 的分裂域 K 是 F 的裉号扩张域^的 子域，培为 F 
的特征数不能整除根号的次数，所以 F 有 ( L * /0次本原单位根， 
我们把它添加于 A 得到域 A ' ，添加于，得到域，，于是 f 3广 
2 A 这时 K ， 是 F 的正规域，因此 f 也是 F 的正规域•命 f 关于 
F 及 f 的伽罗瓦群分别是 G 及 G ,因为 F 是 F 的正规域，所以 
G ' 是 G 的正规子群，显然 1 C 是 P 的根号扩张域的子域，由定理2, 
G 是可解群.再因为 G / G 是厂关于 F 的伽罗瓦群，由§ 7. 1，它是 
交换群，因此 C ； 是可解群（§匕3习题 2), 但 / Or ) 的伽罗瓦群是 
G / GOO ， 它是可解群 G 的商群，所以 / Or ) 的伽罗瓦群是可解群. 

再假如 / Or ) 的分裂域是 

，…， a ”） ， 

它的伽罗瓦群 G 是可解群,元斂是 I 因为/ 的特征数不能整除 
m ， 所以 f 的 M 次本原单位裉存在.假定把它添加于 F 得到的域 
是 P ， 那么 


是把 / U ) 看成，!>]中多项式时的分裂域_假如能证明 f 关于 
，的伽罗瓦群7是 G 的子群，那么 G 是可解群，因为 t 是 1 G 1 
的因数，所以厂 的特 征数木 能整除 1 C I . f 是由定理是沪的 
裉号扩张域的子域 t 因此也是/的根号扩张域 的子域 ，所 以火是 
F 的根号扩张域的子域.我们知道^中任意 元把〜 变为^也就 
是说，它决定 〜 …，％ 的一 个排列，并且它不使，中元变动，因此 
也不使 F 中任意元变动，所以它又决定 G 中一元.再因 为<? 中两 
个不同的元所决定 〜的排 列不同，因此，它所决定的 G 中 
元也不同+于是， G 与 G 的子群同构，所以 G ' 可以看成 G 的 子群. 
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我们先讨论一般多项式的解. 

假定，… ， U „) 是域 F 的超越扩张域，〜是 

…，… yU f ) 

的超越元，也就是说，超越元集 Um 关于 F 代数无关，那么 
n 次多项式 

f{x)=^-u^ n - l + u ^ n - 2 - + (-\yu n 

就叫做 f 的 n 次一般多項式，或简称〃次一般多項式. 

假如％，一心是/^)在它的分裂域尺中的零点,那么 

U\=V 1 + ***+V lf fU z ^V l V t + + , 

U„^v 1 v 2 —v /t , 

显然厂(¥〜，^0是尸(《],-，0的扩张域，因此 

K =^ F ( vv ，％)* 

再关于，也代数无关，这因为如果{%,…， U 关于 f 
代数相关，设巧关于尸与匕 2 ，…， tU 代数相关，置 

L—F(^ 2 , 

那么 LUO 是 L 的代数域，因为 W/ 6LUv)， 所以叫都是 A 的代数 
元 .即〜 关于 F 与 — 代数相关，但 u : r ^ u a 关于 f 代数无 
关，这与§ 5. 9中性质5矛盾.下面论述著名的阿贝耳定理. 

定理1 - n 次一般多项式 /&) 的伽罗瓦群是它的《个互异零 
点上或《个文宇土的对称群 

证明/化)的伽罗瓦群 G 中元是不使 …， uj 中任意元 
变动的■，^ O 的自同构，它不使 /G) 的任意系数叫变动， 
因此它把 /U) 的零点仍然变为 /&) 的零点，所以它决定％,..■， 
h 的一个排列中不同的元决定不同的排列.反过来，％，_+_，& 
的任意一个排列，因为 A ，…， h 都是超越元，也就是说.它们都是 

记号或者都是文字，我们容易得知，它产生 Fh， …， xO 的一个自 

«• 
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同构，这自同构不使 h 变动，因此也尔使…，中仟 
意元变动，所以…，％的任意一个排列决定 G 中一元，于是 G 
是《个文字巧，…，^上的对称群因此定理得证. 

我们知道对称群&当时是可解群 ，当 时不是可解 
群 * 所以当厂的特征数不是2或3时 ， F [ x ] 中5次以下的多项式 
都能够用根号解出 >4次以上的一般多项式不能用根号解出 ， SP 
定理2 〃次一 般多项式当〃时，不能够用根号解出 - 
要注意的是，这里讨论的虽然是一般多项式，但是4次以上的 
多项式即使系数是整数的也不一定都能够用根号解出*后面习题 
3就是一个显明的例. 

再我们知道，多项式的伽罗瓦群是它零点上的对称群，或者是 
对称群的子群通约多项式的伽罗瓦群是它零点的可迁群.下面， 
我们来讨论怎样的可迁群才是可解群？ 

我们先介绍一个定义以备引用. 

假设 a 是数字…，《的排列，如果有整数 a (关 O ( mcK ^))， 
占，使 ， 

)=a?+^(mod rt) ，，== ] ， 2 ，…，《， 

那么。叫做关于”的线性变换.当 时， 〆 使任 
意数变动，因此它是〃个文字上的循环排列. 

下面是我们需要的定理. 

定理3假定 / U ) 是 FO ] 中质 数户次 的既约多项式，它的 
伽罗瓦群 C 是的可迁群，那么 t ； 是可解群的必要充分 
条件 是:把 1，2,…4的顺序适当改写， G 中任意元 r 是关 于户的 
线性变換，即 rCO=^+^(mod ，并且 G 包含线性变換 

+ p). 

证明我们先用归纳法证明必要性. 

假如 G 是可解群， 

G = G 0 r)Gp … 丄 =)G* =£ 

是它的正规群列，并且 g ' m / c , 是 交换群，这时我们可以假定 
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是 循环群，因为如果不是如此，任取它的一个循环子群插人 
G 之间就能成为这样的正规群列.再因为 G 是{1，2,…的可迁 
群， G 是。的正规子，群，由§ 6. 6定理 2, G , 也是 U ，2,…的可 
迁群，因此 G ， 都是的可迁群. 

下面，我们先证明 Gy 中元都是关于/«枚线性变换 • 假定 
是 G k ., 的生成元，即= k) ，那么〃是 p 个数宇的循环排列. 
这是因为，如果 … m )( n …的乘幂只能把1变为1 W ， 

而不能把1变为〜… +这与 =⑺是可迁群的性质 
不合 ，因此 如果把1，2,…0的顺序适当改写，我们就有 

'f 

于是〆(/)三/+沁/0,「=1，2，*.*，户.即 Q ，中任意元都是关子户 
的线性变换. 

再假设 r 是中任意元，因为是 Gy 的正规子群，所以 
nxr - ，我们命 Ttrr _ 』= u%r(0=h 因此 

于是 Ta(0 = o a r ( i )= TU )-\- a { p ). 

也就是说，对任意），我们有 

rO-hl )=r(0 +tJ (户）， 

假如令十 〆户），那么 

r (0 三占十如，2，”*，户* 

这就是说， Gw 中任意元是关于户的线性变换.又因为当^_1(/0 
时，有适合 A 十讲&(/>)，即 (a — 々(/>)的数/存在，所以只 

有 rG _)= A + i »使任意数宇变动，但，因此中使任意数 
字变动的排列是中排列，也就是说，0^ 2 中任意/项循环排列 
是排列. 

现在，我们假设•有 G *_ ; 的性质，即中任意排列是关 
于户的线性变换，并且 G*- w 中任意 #项循环排列是 中排列. 
如果 r 是 G t . v !中任意排列，因为^是户项循环排列，由§ 2. 2, 
”广 1 是 GV, 中户项循环排列，因此在 Gy 中.于是 A 同 
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上面一样，我们有 T { i )= ai + hip ), 因此 G ,- n - x 中任意元是关于户 
的线性变换，并且其中任意户项循环排列是 Gy 中排列 * 由归纳 
法我们得知必要条件成立. 

下面，我们来证明充分性. 

假定 C 是由关于 f 的线性变换组成的群，并且含有线性变换 
+ ^是 C 生成的循环子群，如果能够证明 W 是正规 

于群，并且 G / N 是可解群，那么 C 就是可解群了.因为 G 中使任 
意数字变动的排列是 〆 ，所以它们都是 W 中排列，也就是说, G 中 
仟意 P 项循环排列都在 W 屮.但用 G 中任意排列把 JV 中任意排 
列变形 （ § 2. 4) 得到的排列仍然是项循环排列，因此也是 JV 中 
排列，所以 N 是 G 的正规 子群. 假如 + 是 G 中任意 
元，那么在陪集 riV 中有元 

T<f ii)^ai-\-ar-\-b=ai (/») , 

这里 W + A 二 0(/0 ，假如命 r 与 a 对应，我们很容易证明这对应是 
G / W 到 2 = Z — (/0的乘群内的同构，所以 C / W 与 Z 的乘群的子 
群同构.于是 G / N 是交换群.因此 G 是可解群.充分条件成立. 
定理证毕. 

一个关于质数的线性变换除不动排列外， 
最多只能够使一个数字不变动.这是因为,同余式，即 

除即恒等变换外，只 能有一 个解.因此，假如线性变换 
能使两个数字不变动，那么它就使任意数字不变动了. 

下面是一个常常引用的重要定理. 

定理4 假如系数是实数的质数次既约多项式 /( d 能够用 
根号解出，那么它的零点只能有一个是实数或者全部都是实数. 

证明假如 / U ) 的分裂域尺含有复数，因为 X 是正规域，所 
以共轭复数也在 K 中，因此 K 中任意数与它的共轭元对应是不 
使尺中实数变动的尺的白同构，显然它是 /0 O 的伽罗瓦群 G 中 
元.这元不是 G 的单位元，由定理3,它不能使两个零点不变动，所 
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以如果 / U ) 的零点不都是实数，那么它只能有一个零点是实数， 
因此定理得证 - 


习题 7-5 

1. 假如已知 时交代群是单群，试用这性质证明对称群&不是 

可解群. 

2. 5 次实系数既约多项式如果只有三个实根 ♦ 它就不能够用根号解出. 

3 -试证多项式/一 k + 2 不能移用根号解出. 

§7-6 用圆规与直尺的作图 

假如我们 Q 经知道平面上有穷个初等几何图形(点、直线、圆 
等），要求用圆规及直尺来作出适合已给条件的初等儿何图彤，这 
要求在什么条件下才能实现？当然这条件是包含那些已知的初等 
几何图形.这节我们就是解答这问题. 

我们知道，在用圆規及直尺作图的过程中，在已知范围内可以 
任意挑选一点，过两点可以作一直线，已知圆心及半径可以作一 
圆.假如两直线、两圆或一直线一圆能够作出，那么它们的交点也 
能够作出.一个初等几何图形能够作出，只不过是重复引用上面的 
方法作出一些适当的点，直线，圆罢了. 

因为直线同圆都可以用点来决定，所以用圆规与直尺的作图 
问题可以看成是由已知点作出适合某些条件的点的问題，假如我 
们引用坐标，把点换成数，那么作点的问题就变为作数的问题了. 
假如数…是决定已知图形的点的坐标,因为它们中任意两 
数的和、差、积1商都能作出*所以体人 o …）中数都能够 
作出，这里《是有理数域， 

现在我们来讨论初等几何图形能够用圆规与直尺作出的条 
件. 

我们知道，一点如果能够任意挑选，我们可以假定它的坐标是 
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有理数.过坐标是 F 中数的两点的直线，它的方程的系数也是， 
中数，因此这样的两条直线的交点的坐标又是 F 中数.如果圆上 
的三个点，或一个点及它的圆心，它们的坐标都是 F 中数，那么这 
圆的方程的系数也是/中数.但是方程的系数是 F 中数的两圆或 
一圆一直线，它们交点的坐标一般含有/中数的平方根，所以不 
一定是 f 中数.于是假如数 X 能够作出 ，也 就是说^是方程的系 
数为 F 中数的某些直线及圆的交点，那么 Z 能够用 f 中数的有理 
运算及平方根号表示.反过来显然也成立，这是因为我们根据1 : ^ 
- b ^ a 可以作出已知数。的平方根 ^= VT . 于是我们有 

定理1数 t 能够用圆规与直尺作出的必要充分条件是它能 
够用厂中数的有理运算及平方根号表示- 

但是，怎样的数才能够用^中数的有理运算及平方根来表 
出？我们又如何来判别？ 

假如数 r 能够用 F 中数的有理运算及 T 方根表示，那么它就 
在陆续添加乎方根于 f 形成的域中.同§ 7. 4中讨论的一样，这域 
可以再用平方根来扩张使它成为 F 的正规域 K ， BP 

■二 O …3/^=，， 

这里 dE -, 中纯多项式山的分裂域，因为(兄： ^.,)-2, 
根据 §5. 3定理4,我们有 

(K ^ F ) = ( F „ : U ." (心： 

反过来，假如 r 在 F 的正规域尺屮，并且(尺：，)= 2 '那么 / C 关 
于 f 的伽罗瓦群 G 的元数是 2' 因此由§ 6. 3定理 1 UG 是可解 
群.我们知道有穷群有合成群列，元数是 fi " 的群只有》=〗时才是 
单群，因此 G 有商群的元数都是2的合成群列 

… U ， 

这时 ( F , : ^^) = 2,所以工能够用 F 中数的有理运算及平方根表 
出+因此我们有 

定理2数: r 能够用圆规与直尺作出的必要充分条件是它在 
关于 F 次数为的正规域中 * 
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下面，我们来讨论三个古典的初等几何作图问題，以作结束. 
首先是圆的求积问题.假如我们取圆的半径为1，那么求作与 
圆的面积相等的正方形就是求作 I 但 n 是超越数显然不能用 
有理数及有理数的平方根表示.因此它不能用蹰规与直尺作出. 

其次是立方倍积问题.假如我们取立方体的一边长作为那 
么要作的数 t 应适合条件 ^ — 2 = 这多项式的零点不是有理 
数.如果命 a 是它的零点，那么 ( QOO ，所以 a 不在有理数 
域 Q 的次扩张域中’，因此尤不能够用圆规与直尺作出， 

最后是任意角三等分问题.假如《是任意角4是所求角，因 
为 a =3 匕由三角公式，得 

cosq=cqb36= 4cos 3 <9— 3cos<9. 

命 cosa = y ， cos (?= 晉，那么: r 适合的条件是 





如果取那么 a .但 :* : 3 — 3： t — 1 = 0‘没有是有理数的零 

点，假如把它的零点添加于有理数域 Q 得到的域是 K ，那么 


(K i Q) = 3, 


所以^不能用蹰规与直尺作出.因此$也不能够用圆规与直尺作 
出. 
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第 8 章 
环 论 


环构造的研究可以说是从1908年魏特邦关于有穷次代数构 
造的著名论文 tlj 开始的.经过一个较长时间，进展不大；到了 30年 
代魏特邦定理才得到推广.1927年阿丁提出了用极小条件来区别 
环.阿丁把魏特邦定理推广到满足极小条件的坏基本上奠定了 
满足极小条件钚构造的基础，因此满足极小条件的钚叫做阿丁环. 
在40 年代开始研究不满足极小条件的环. H 45 年贾柯勃逊釗造 
根基理论，把魏特邦定理进一步推广到一般不满足极小条件的 
环⑴， 建立了 一般环构造的基础理论.在50年代提出了各种不同 
的根基理论'互有短长.但应用时一般多以贾柯勃逊理论为主- 
0前，介绍环构造的书籍为数不少，其中内容丰富涉及面又广 
的要以1956年贾柯勃逊所著《环构造》 [5] 为最，只是起点较高，叙 
述过简，初学难以领会.拙编《环构造》内容较全，论证亦详,可供参 
考. 

这章主要讨论环的构造，分 7 节，前四节讨论满足极小条件环 
的构造，也就是阿丁环的构造,后三节根据贾柯勃逊根基，讨论一 
般钚的构造 & 


§8.1 阿丁环 

] 927 年阿 r 把1908年魏特邦的有穷次代数构造定理推广到 
1 满足极小条件的环，这些定理叫做魏特邦一阿丁定理.这章前四节 
主要是介绍这些定理.为了叙述方便，今后两节先介绍基本概念及 
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性质，以备引用. 

假定及是环，如果它的任意左理想列 

及是及的左理想_，只有有穷项，进就是说 ，对 于任意含无穷项的左 
理想列 


必定存在一个正整数讲，自 m 项后的所有左理想都相等，即 

= … t 

那么 e 叫做满足(左理想)降链条件. 

假如 a 是满足降键条件的环，那么，在它的任意左理想的集 
合中，有不包含这集合中其他左理想的左理想，世就是说,任意左 
理想集合中含有它的极小左理想(可能不只一个），这是因为，假如 
是这集合中左理想，如果它不是这集合的极小左理想.那么，在 
这集中有包含于 h 的左理想 h ， 于是我们有如果4又 
不是极小左理想，我们又有 心]心二^ 3 ，这样继 续卞去 ，我们就得 
到左理想列 

私 D ： 3… Z)A；D …， 

因为它只能有穷项，所以最后的4躭不包含这集中其他左理想， 
因此就是这集合的极小左理想.一个环如果它的任意左理 
想集都有极小左理想，我们就说 A 满足(左理想)极小条体因此， 
一个环如果满足降链条件，它世满足极小条件.反过来，如凍环满 
足极小条件，那么岛二… Z ) 乙二)…只能有穷项，否則就不满 
足极小条件，因此 A 也满足降链条件.极小条件是降链条件的另 
一表达形式.满足极小条件或者说满足降链条件的环，叫做柯丁环 
譬如，有穷环显然满足极小条件，所以它是阿丁环.再因为体 
只有两个左理想，所以体也是满足极小条件的环，因此体也是阿丁 
环*假如及是阿丁环，那么 i ?" 卑是阿丁环，这里《是正整 数 [ 1 同 
样，假定4是代数,如果 A 满 S 左理想的降链条件，那么 A 叫做 
阿丁代数，蝥如 A 是域 F 有穷次代数，因为4的左理想厶是4 




的子空间，并且当厶时，厶的维数大于 A 的维数'，所以 A 满 
足极小条件.因此3是阿丁代数，假如 d 只看成环，那么4不一 
定满足极小条件.于是一个代数如果是阿丁代数，它不一定是阿丁 
环.如果是阿丁环，显然它又是阿丁代数，再整数环不是阿丁环，因 
为 

(m) ： D(2m) ： D(2 2 m)：D … 

就是含无穷項的理想列 ，即它 不满足降链条件.同样，主理 想环以 
及多项式环都不是阿丁环 • 又全矩阵环 A 也不是阿丁环，因为下 
面的左理想列有无穷项 

私; DL 2 Z ) … Z ) 总 

这里厶是所有形如 

s 

2 l a 0 

n 0 j , 以是整数 

的矩阵组成的左理想 • 所以阿丁环是一个比较特殊的环，即极小条 
件是一个很强的条件，就是最普通的整数环也不_足这条件. 

由定义得知阿丁环 r 的左理想包含及的极左理想-阿丁环 
的子环不一定是阿丁环,但阿丁代数的子代数仍然是阿丁代数. 

同样，对于模也有降链条件或极小条件.设 M 晕环及-模，如 
果财的任意降链 f 模列只有有穷项，或 A / 的任意子模集有极小 
子模，那么 M 叫做阿 丁棋,显然假如是阿丁环，那 么!^ 是阿丁 
模.阿丁模的子模是阿丁模. 

下面我们介绍阿丁环的几个基本性质. 

定理1假定环及是阿丁环，那么同余环及=尺一/^也是阿 
丁环，这就是说，阿丁环的同态象也是阿丁环- 
证明假定 …… 

是同余环 S 的任意左理想列，因为 R 〜 R ， 所以 HR 的完全象 
源 A 是 ii 的左理想，因此 

是 ii 的左理想列，伹只满足极小条件，所以/〜=/^ +1 =…于是 
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这就是说， S 满足极小条件，所以定理成立- 

上定理的逆不^定成立，即 R - R - N 是阿丁环时，只不一定 
是阿 丁环. 譬如，整数环 Z 不是阿丁环，而 ( m) 只有《个 
元*是有穷环，当然是阿丁环，但我们有下定理- 

定理2假定 W 是环及的理想，如果 JV 及 及 一W 都是阿 
丁环，那么及也是阿丁环， 

证明假定……是 K 的任意左理想列，那么 

(AnA02a 2 nA02 … 3a,riA03 …， 

是 > 的左理想列，再因为及〜及=只一>,而 a 在 s 的象厶是 s 
的左理想，因此 

是及的左理 想列. 由假设这两个左理想列都只能有穷项，因此存 
在着正整数彷，使得 

L i r\N=LMN,L t =Z mt t>m 

下面我们来证明厶 = 因为 Ad，， 裉据 §1.1 定理我们 

有 

及 =^rta,u 入） =Anu^UAo 

= A-»U (/-, HN) =L JW U(i- JH D jv)= 

定理证毕. 

我们知道，假如环及是理想尺的直和，即及=尽+…+尺„, 
如果只是阿丁环，因为尺的左理想也 是及的 左理想，所以反也 
是阿丁环，这就是说，假如及是阿丁环，那么它的直和因子也是阿 
丁环，反过来也成立. 

定理 3 假定环只是 理想氏 ，氏的直和，即 R = R , + R 2 , 如果 
R ^ Rz 都是阿丁环，那么及也是阿丁环. 

证明由环的第二同态定理，我们 得知込 二及一私，所以及= 
尺一九 满足极小条件，这就是说，氏， K 都是阿丁环，因此由上定 
理 A 是阿丁环*证毕. 
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一般，假定环尺=氏+〜+尺，如果理想氏，…，艮都是阿丁 
环，那么 ie 也是阿丁环- 

同样，偎如及-模财是子模 M ， 恥的直和，即财*恥+鸠， 
如果 M ^ M t 都是阿丁模，同上定理的证明一样, M 也是阿丁模, 
因此如果环及是它的左 理想馬 ，札的直和 • 氏，札又都是阿丁棋， 
那么 i 本也是阿丁模. 

定理 4 假定 * 是阿丁环，那么全矩阵环也是阿丁环 • 
证明假设 EA 是疋中所有 〖行 J 列上是及中元其余都是 
R 中零元的 n 阶矩阵，那么艮= 2及£^,因为 R , R £〃 看成及 -槙时 
R 〜吼”爾 R 是阿丁模，所以及仏也是阿丁模，即 AfcV 的任意子 
模的降链序列只有穷项，同定理3 一样 ，札 看成 心模时 ，它的任意 
子棋的降链序列也只有穷项.再我们把 i ? 中元 a 看成反中对角 
形矩阵 digG ，…,那么 / e 就是扎的子环.因此私的左理想显 
然是 R 的子模.于是札的任意左理想列只有穷项 * 即氏 是阿丁 
环，所以定理成立. 

特别，假如 k 是体,那么全矩阵环是阿丁环.这定理的逆 
也是成立的，即假如全矩阵环是阿丁环，那么环 * 也是阿丁 
环，这是因为如果尽不是阿丁环，左理想列 

… D.. 

有无穷项，那么凡的左理想列 

(l 山二 >(厶 2 )„〕 a _),3 … 

也有无 穷项， 这显然与假设矛盾- 

阿丁环具备很多重要性质.下面是其中荦牵太者： 

我们知道，元数是有穷的无零因子环是体 （ § 3.2). —般我们 
有 

定理 S 无零因子阿丁环是体. 

证明假定阿 丁环尺 是无零因子环^是及中非零元，对于 
左理想列 


Ram …， 
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根据极小条件，有整数從，使，因此^ 但， 

关0,所以 ca ^ b ^ § 3. 2走理2,得及是体，所以定理成立* 

我们知道，在交换环中质理想不一定是极大理想，但在阿丁环 
中却是如此，即 

定理6在交换阿丁环中，质理想是极大理想. 

证明假定/ " 是交换阿丁环及的质理想，那么及=衣一/^是 
挺环，又因为 K 是阿丁环，由上定理 ，及 是域，因此尸是极大理想， 
定理成立. 

与不可分解群 （ § & 4 )类似，有不可分解模•环及的左理想 
是的不可分解模时，叫做尺的不可分解左理想. 

定理 7 假定是阿丁环，那么及是有穷个不可分解左理想 
的直和. 

证明假定 M 是/; 中所有不能表为有穷个不可分解左理想 
直和的左理想的集合，如果 M 非空，极据极小条件， M 有极小左 
理想心，显然乙。是可分解的 * 因为，所 

都能表为有穷个不可分解左理想的直 
和，因此4也能如此，这与的假设矛盾.于是定理成立. 

在上面的讨论中,假如把左理想换成右理想，我们就得到满足 
右理想极小条件的类似理论.满足右理想极小条件的环叫做右阿 
丁钚，因此前面阿丁环有时又叫做左阿 丁环. 赛注意一个左阿丁环 
不一定又是右阿丁环，即一个环，它满足左理想的极小条件不一定 
就满足右理想的极小条件.譬如•假定>1是基轴体为有理数域 Q , 
底元为 ha 的代数 ，BP 

A—Qe+Qa^ 

其中 e 2 = e 9 a 2 = 0 ^ ea ^ a ^ ae — 0 ^ 

因为 a 的左理想是^的子空间，所以它满足左理想的极小条件 • 
假如⑷ ) 是 Q 中整数 w 的所有倍数形成的加群，因为>1中任意元 
右乘都成为零，所以是4的右理想，因此 Z 的右理想 
列 
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含有无穷項，所以 4 不满足右理想的极小条件.这就是说 d 是左 
阿丁代数，但不是右珅丁代数. 

习题 8.1 

I 

1. «定 V 是环及的 麻约樓 d 是 F 中任意元，试证見 V 或 Rx ^ O . 

也候定 V 是供 s 并且 t 中任意非零元不能够被 A 中所有元零化^如 
果 V 是它的既约子模 K ，…的直和，同时又是既约子模 W ,…，讲*的直 
和*即卩=1/ 1 +.”+父 1 *;灰】+…+%，那么 / w = n . 

3- 假如及不满足镢小秦件，全矩阵环札是否也不满足镢小条件？ 

fc I 

§8-2 幂零理想 

从§ 3* 7我们知道*假定 L 是环及的左理想，如果其中任意元 
都是畢零再，就叫 L 做幂零元左理想，如果 L 的某乘幂是零理想， 
就存在某正整数饥，使 

L*=0 ? 

那么 i 叫做*零左琿想.显然，幂零左理想是*零元左理想.反过 
来不 i 定成立，即幂零元左理想不一定是幂零左理想.即令环及 
中任意元〆 =0，《是固定的*我们也无法推得因为这时要 
求七=0,4, e 見这样的例子也是常见的. 

在交换环中，两个幂零元的和仍然是幂零元.在一舨环中这性 
质不成立，因此，两个幂零元左理想的和不一定是幂零元左理想. 
但对于冪零左理想，我们有： 

定理1假定 l ' 山 是环 a 的*零左理想，那么它们的和 
( L } ，i 2 ) 也是 i? 的幂零左理想. 

证明假定 

U\ Y = 0 ? ~ 0+ 

根据结合律及分配律，我们把的和(厶的/^+%—1乘 
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幂⑴山展开，就成为每项 含有叫 +叫 一 1个因子的展开 
式，在这展开式的任意一项中，如 果含匕 的个数小于，那么它 
含夂的个数就不小于…，因为 U.U 都是尺 的左理想子环，当它 
含厶的个数不小于％时，我们就有 

当它含心的个数不小于时，我们有 

这就是说，赓开式中任意项都是零理想，所以 (z^z^>〜+"d=-o, 
于是定理成立 * 

因为左理想的和适合分配律，所以宥穷个幂零左理想的和仍 
然是幂 零左理 想*但无穷个幂零左理想的和般只能是幂零元 
左理想而不是幂零左 理想. 这是因为，假如 a 是无穷个幂零左理想 
的和 i 中任意元 ，根据 定义⑺是其中某有穷个幂零左理想的和中 
元，因此 d 是幂零元，但这些乘幂不一定有最大数，所以 L 不是幂 
零左理想. 

在什么条件下幂零元左理想又是幂零左理想？ 19S9 年霍布金 
斯 (C, H O pki us ，l 9 0 2 〜I 939 )给出了一个定理出，下面是1942年 

提出要求更强的布劳尔定理 

定理 2 假定及是阿丁环，1是及的左理想，如果 L 不是幕零 
左理想，那么 i 中有赛等元，因此 L 不是幂零元左理想. 

证明我们先在 L 中找出一个适当的非幂零元^ 

因为 A 满足极小条件，所以 L 中所有尺的非幂零左理想集合 
有极小左理想，假定I是这极小犮理想 ，因为 Ue 岛，并且以又 
是 L 中及的羊幂零左理想，所以以=心.再心中所有满足关 
0 的尺的左理想//的集合，由极小条件，它也有极小左理想仏，因 
此 ZjL ^ O . 于是在 h 中有元《使 


hu^O 


«这里所谓的和拍的是离散的直接和 CS 6.4 X 
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又因为是厶中及的左理想，并且 h ♦ 乙屮土乙屮參。，所以 

— ■^2* 因此在 A 中有满足 


€U=H 

的元 e . 于是，对于任意正整数 t 我们有'〃=〜因为“弇0,所以 e 
不是幂零元.这就是说， A 中有非幂零元6 
再我们引用这非幂零元 e 来求幂等元. 

我们容易知道，6中所有满足 X « = 0 的元： T 形成 A 的左理想 
Li , 因为卽，即 一 = 所以 d — AL ;* 又因为 

所以，但私是 i ? 的非幂零极小左理想，因此 Z ； ，是幂零左 
理想，于是 c 2 — f 句是 幂零元 < 我们命 r =0, 如果 n ^ l , 那么^土 
^即 e 是幂等元*所以这时定理成立，如果命 

ti = e ^2 et-{-t ♦ 


显然 A 不是幂零元，由计算我们容易得知 

ei +4^ 3 一3/ 2 ，即 —A = — 汾 2 , 


因此 H — 又是幂零元，命0=0,显然 《>〜. 如果1^1»那 

么4，即 q 是幂 等元. 所以这时定理 成立. 如果 fl # 1，命 


tz—e x ^2€ A t x -{-ti ,el 一 


Z 


重复引用上面 方法， 我们就得到幂零元列，…；因为它们的 
乘蒂《>〜>»2>*“，所以最后得 n m — l . 于是 f «= A—g = 0, 即匕 
是幂等元.因此定理成立. 


于是我们得下面重要的霣布金斯定理 

定理3在阿丁环中，幂零元左理想是幂零左理想, 


在阿丁环中，所有幂零左理想的和仍然是幂零左理想.这是因 
为任意元是其中某有穷个幂零左理想中元的和.这最大的幂零左 
理想在讨论环的构造时起着箪大的作用，因此我们有 

定义假定及是阿丁环，那么只中所有幂零左華想的和是及 
中最大幂零左理想，叫做 i ? 的根基.用 5(/0 或 W 表示. 


要注意的是，阿丁环尺的根基 W 中元都是幂零元，但 i ? 的幂 

零元不一定都在 W 中.譬如全矩阵环的根基是零 （ § 8. 4定理 

♦ 
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0 i (0 0\ 

6 )，但 . ^ , 都是幕零元 • 

假如及又是交换环，《是及的幂零元，那么 ra ， rCR 也是幂 
零元，因此，由 a 生成的理想是幂零理想，所以 aGJV . 于是 W 是 
中所有幂零元组成的理想. 

定理 4 假定丑是阿丁环， JV 是其报基，那么及中元 aGJV 的 
必要充分条件是％都是幂零元，这里 r 是/?中任意元- 

证明假如，那么沁因此 m 是幂零元.反过来，如 
果 m 都是幂零元，因为 

ira -\- nay = ( Cra + n ^) r + n ( r «+ ua ) } a ^ r f a 

所以 ra + M 是幂零元，因此，由 u 生成的左理想上是幂零元理想 f 
于是 LGN , 所以 a ^ N , 因此定理成立. 

下面是根基的两个基本性质 * 

定理 S 环 A 的根基 W 是 R 的幂零理想，它既包含只的所有 
幂零左理想，也包含 R 的所有幂零右理想 * 

证明因为 N 是及的幂零左理想，假定 AT = 0, 那么 ( W 及 r 
* KN … RN • 及 GWrRtCU 即 JV /? 是 R 的幂零理想，因此 
这就是说, W 是 ii 的理想. 

再假定 K 是 R 的幂零右理想，我们可以同痒证明 RK 是 R 
的幂零理想，因此它们的和( X ， 及 ZO 也是丑的幂零理想，于是( X ， 

，所以 JV 包含的所有幂零右理想.因此定理 

成立. 

—个阿丁环，如果它的根基是零,就叫做 半单线 环或半 单环； 
如果它的报基是自身，就叫做根基环.显然阿丁幂零环是根基环 t 
当然，根基环也是幂 零环. 不含非零的幂零左理想的阿丁环是半单 
环.因为幂等充不是幂零元，所以有幂等元的阿丁环不是根基环. 
假如是交换阿丁环，如果丑有非零的幂零元，那么及不是半单 
环. 

定理6假定 N 是环 K 的根基，那么 哀^/3 — JV 的根基是零， 
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也就是说 A 是半单环. 

证明因为丑是阿丁环，由§ 8* 1定理1也是阿丁环，再 
假定 Z 是及的幂零左理想,是 Z 在只的完全象源，那么 

，即 L m ^ N . 但 N 是丑的幂零理想,^ = 0,于是 L™ = 
CU 因此 上是及 的幂零左理想，所以 LQAT， 即 Z；=l 这就焉说 j 
中只有零理想是幂零左理想，因此 S 的稂基是零，所以 S 是半单 
环1于是定理成立 - 

定理7环 R 的根基 W 既包含 R 的所有幂零元左理想，也包 
含的幂零元右理想. 

证明因为&的幂零元左理想是幂零左理想，所以它在根基 
N 中. 

再假 定尺是 A 的幂零元右理想子环，犮是尺在 JV 的 
象，如果能够证明瓦=1那就有尺£从设 W 笑,因为?& 是及的 
幂零元左理想，所于是及，因此 K 是及的幂零元 
左理想，所以 瓦 =0. 定理证毕. 

于是，在(左)阿丁 环尺中 ，幂零 元左趣 想当然是幂零 * 幂零元 
右理想也同样是_零.因此，这时幂零元与幂零是一致的.再及的 
最大幂零左理想与最大幂零右理想一致.因此的根基也可用幂 
零右理想来建立. 

我们知道，阿丁环的子环不一定也是阿丁环，就是阿丁环，子 
环的根基与环的根基的关系也不清楚，假如子环是理想并且又是 
阿丁环，我们就有下面关系. 

定理 8 假定 R 是阿丁环是它的根基，怂是/!的理想并 
且又是阿丁环， M 是氏的根基*那么 

N 产 R'DN 

证明因为私 DN 是& 的理想，并且又是幂零,所以氏门 N 
£凡.再假定 a e N〗 ，那么 a ，以，即 rna 都是幕零元，又因 
为，所以 rar ^： R lt 这里尺，于是 ( na) 2 = ，所以 

是幂零元，即 rd 是幂零元，因此 n6JV， 所以 M&RJ1 从 
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定理证毕. 

于是，假如私是阿丁环/£的理想，如果私又是 R 的直和因 
子，那么私的根基 m =私 n a 这里 jv 是/?的根基. 

习题 8. 2 


h 试求3次代数的根基的乘法表是 







0 


2 . 试延 同余环 Z — 0«)的根基是零的必要充分条件为_不能用质败的 

平方整除. 

3-试证根基是零的环.它的中心的根基也是零. 

4 . 假定 W 是环只的 m 基， M 是犮的理想，那么 K=je_M 的根基是 

5. 在任駑环中，任意幂零左理想能 够嵌人 幂零理 ffi. 

6 . 假如 L 是环只的极小左理想，试证 U = 0 或 L = 这里 < 是幂等 

元. 

7 . 假定 W 是环及的理想，如果 一 V都是幂零，那么/；也是幂 

零. 

S- 假定环沢是子 环况， &的直和，即犮=見+札，及是阿丁环， 

分别是 i ? ，見，札的根基，试诳+私. 


§ 8* 3半单环 


有丁上面两节的知识，我们就容麝把魏特邦定理推广，这节我 
们主要是讨论半单环的构造 * 

下面，先讨论半单环的左理想及理想.我们知道，假如 a 是环 
R 中任意元，那么是及的左理想-当 A 是半单环时，它的逆也 
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基本成立，即 

定理1半单环 A 的任意非零左理想 L 含有幂等元^并且 L 

证明首先因为 R 的根基是零，所以 i 不是幂零，由 §8. 2定 
理2 乂含有 幂等元 e . 

再 L 中所有满足於= 0的元 x 形成及的左理想，我们用厶 
表示，因为 i 中幂等元可能不只一个，因此所有这样的左理想也 
可能不只一个.但 A 满足极小条件 ，所 以所有这样的左理想集合 
有极小左理想，我们假定这极小左理想就是也就是说，上面的 
幂等元 e 我们是如此选择的 • 

假如夂= 0,设 x 是1屮任意元，因为 Or — 说) e = 所以工一 
因此于是 是厶 的右单位元，又因为// 
所以 办.定理就成立. 

假如4关0,那么它含有#等元 <，显然 e /=0. =^—^1 
+…由计算我们容易得知，"=/，^=#0，所以//0,因此 〆 
是幂等元.于是我们有左理想再因为所以当=0时 
忍= 0,又垮为所以 IVCL ,， 这与 A 是极小的偎设矛 
盾.于是 “= 0 . 

定理证毕. 

定理2半单环尺中非零理想 = 这里幂等元 e 由 

N 唯一决定*并且 c 在只的 中心2 (/0中. 

证明因为 W 也是及的左理想，所以 JV 比再 jV 中所有满 
足 d =0 的元 X 形成的右理想 Af , M 然 Afe = Af ，4 f =0. 于是 
A ^ = A ^ M =0, 因此 M 是及的幂零右理想，但尺的极基是零，所 
以 A /=0. 于是对于 W 中任意元: r ， 由 dxn ) = 0, 我们就有又一 
炫= 0,所以 JV = eJV = 忒.因此\=沁〜及，因为 e 是 A / 的单位 
元，所以是唯一的， 

再如果^是/?中任意元，因为 

ex^ex * * xe^xe^ 
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所以 e 在 ZO » 中，于是定理成立. 

假如 e 是半单环及的幂等元，如果 e 在 zoo 中，显然 e 是及 
的理想 N ^ R ^ eR 的单位元.甬此,/?的幂等元是它的理想的单 
位元的必要充分条件是它在及的中心 2(/0 中.因为环自身也是 
理想，所以半单环有单位元. 

于是半单环的左理想是由其中幂等元生成的.1946年，柯德 
曼 ( O . Goldman ) 谣明了它的逆，即环的任意左理想如果都是由幂 
等充生成的，那么这环是半单环 [1 4 
定理3半单环的理想是半单环. 

证明 假定 L 是半单环 A 中理想的左連想，因 
为 LQJVv 所以 L ^= eL , 因此 Rl ^= ReLQNLSL , 所以 L 也是 A 的 

左瑝 想. 因为 * 满足极小条件，所以 w 也满足极小 条件. 又因为 
中没有非零的幂零左理想，所以//也没有非零的幂零左理想.因 
此#的根基是零，于是定理成立. 

因为半单环的理想有单位元，由§尔4定理7即得 
定理4假定乂=沁=^/?是半单环只的理想，那么是犮 
的直和因子，即 

R = N+N ，， 

这里 V 是 ft 的理想，并且由 W 唯一决定. 

我们也可以简谣 W 是直和因子如下-假定 r 是/? 中任意元， 

因为 

r=^re+r—re 

所以*=(//，?^)，这里"={卜作卜£及}，因为^2(及），所以 
舻是及的理想•又因为仏=仏^=0，所以于是 
是理想的直和 ，即只 = W + A ^ 

现在我们来讨论半单环的构造. 

我们知道， 一 个环如果除自身及零理想外没有其他理想，就叫 
做单环.环 J ? 的理想如果又是单环，就叫做的单理想. 

假定 R ^ O 是两丁单环， w 是它的根基;因为妒是及的理想， 
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所以尺尺或圯 = 0. 又因为 JV 是及的理想，所以九= 0或 jV = 
尺，但 W 是幂零，所以当记时，当 = 0 时，.这 
就是说当 R 2 ^ R 时，及是半单环 I 当圮=0时尺是根基环，即阿丁 
单环非幂零时是半单环^冪零单环时是根基环， 

下面是半单环的构造定理，这定理又叫麴特邦-坷丁第一构造 
定理 • 

定理 S 半单环 R 只有有穷个单理想， A 是它的所有单理想 
的直和 t 并且 K 的任意理想是包含在其中及的所有单理想的直 
和. 

证明因为尺的理想 W 仍然是半单环，并且八的理想又是 
R 的理想，因此只要证明定理的前半段*后半段就是显然的了. 

铝定理 4 •根 据极小条件我们容易得知，中所有非零理想集 
合的极小理想是只的单理想，这就是说, K 含有单理想.假定 
是尽的单理想，由定理4,我们有 

这里 Ni ^ R 的理想.如果 M 尹0又不是单理想，那么 M 含有及 
的单理想仏，于是我们有 M ，因此 

如果 K 判 又不是尺的单理想,我们又可继续分解-因为及满足 

极小条件，所以及的理想列 

/ ON ; Z ) N^>h 

只能有穷项，因此有整数《，使于是 

R = N '+ N t +-+N … 

这就是说4是《个单理想的直和* 

假如我们能够证明 R 的任意有穷个单理想的和都是直和，那 
么 R 就只有《个单理想 ，因此 A 就是它的所有单理想的直和，定 
理就告成立. 

假定况=你.=以^ = 1，…是及的 m 个单理想，因为况 
，是 M 的理想，所以因此况 W 严 0. 于是 
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qN j = 0. 如果 

那么 ^< a r =^ f —0. 

因此 ( M ，… JVd 中任意元能够唯一地表为 M , …氣 中元的和， 
所以 OV ” …， + ，定理成立. 

于是，半单环的构造由它的所有单理想的构造完全决定，因 
此，半单环的构造问®可以归结为单环的构造问題了.下节，我们 
还要详细讨论单环的构造 * 

由§ 3. 6 定理 3, 我们得知非幕零的交换单环是域，因此，由定 
理5,我们即得下面的镰狄亭得定理， 

定理6元数大于1的交换半单环是有穷个域的直和. 

下面是定理 5 的逆. 

定理7假定*是阿丁单环私，…，凡(祀尹 0) 的直和，即 A 
=尽+… + K ， 那么尺 是半单环. 

证明根据假设， R 是阿丁环，由 §7.1 定理 3, 我们得知，及 
也是阿丁环. 

再因为珩#0,所以兄又是半单环，因此它有单位元,于是及 
是有单位元的环. 假定 L 是 R 的幕零左理想,由§ 6. 4定 
理8我们有 

/^厂+…+^^乙产厶门足， 

因此 i *= Lr + … + l ； t . 

所以 Lr =0，即 a 是尺的幂零左理想，但氏是半单环，所以厶= 
0,于是 L =0. 这就是说， K 的根基 是零. 于是 ft 是半单环,因此定 
理得证 • 

最后是单环的基本性质. 

假如及是幕零单环，那么圯= 0,因此及中任意两元的乘积 
都是零.同§ 3 . 6定理〗一样，及的元数是质数.于是我们有 
定理8幂零单环是根基环，它的元数是质数. 

以后，我们所说的单环指的都不是幂零单环 • 于是阿丁单环是 
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半单环，因此它也有单位元，即阿丁单环也有单位元.但要注意，不 
是任意单环都有单位元. 

下面是单环与定理4类似的性质. 

假如把定理4中尺改为单环， N 改为的左理想，定理仍然 
成立 ，这吋 V 是及的左理想，但不一定是由#唯一决定的，再根 
据定理5的证明，我们即得 

定理9阿丁单环是有穷个极小左理想的直和- 
要注意的是，这里的直和不是环的直和而是把尺看成模的 
直和，半单环分解为单理想的直和是唯一的，单环分解为极小左理 
想的直和不是唯一的.但我们不难证明它的直和因子的个数是一 
致的< § &〗习题2)，也就是说，单环的直和因子的个数由它自身 
唯一决定，这个数有时又叫做单环的长.譬如 ，全 矩阵环 A 可以分 
解为 沾坞 + Q ^^ 也可以分解为 Q / i+QAVEP 


Qz^QiEi +Q z E 2 »Q 2 —Q ? £ r +Q 2 £ a , 


这里 K = 
Q , 的长显然是 1 




于是，半单环是有穷个极小左理想的直和. 

定理10阿丁单环的极小左理想相互同构. 

证明假定是单环的极小左理想，因为单环是半单 


环》所以 Ll ，/ ^2 = 尺12*如果丄乂2 = 0，由 M =及^£，我们 sfc 有 

URL , = 0, 因此.但 L . R ^ R 都是的非零理想，而 
及是单环，所以 = 見于是 圯二 0,这与我们的假设不 
合，因此乙] 入.于 是在中有兀 a 使但而 M 
是极小左理想，所以 L ^ L , a . 显然 m 是 L 到4上的同态 


( I 模同态).因为 A 是极小左理想，所以这同态又是同构.于是 


，因此定理成立. 


定理11半单环的极小左理想如果包含在同一单纯理想屮, 
它们就同构;如果不包含在同一单理想中，它们就不同构. 



[§8. 3] 


半单环 


297 


证明假定私， A 是半单环 A 的极小左理想，如果 A 同 
在及的一个单理想中，由上面定理 lQ ’ LpI 小 如果私 山分别在 
不同的单理想7^，％中，因为是犮的直和因子，所以 
N ' N 产0,命&是 N ] 的单位元，产0,所以 Lj , L 2 # 

成 A 模时不同构，因此定理成立. 

定理12假定 i 是任意环/?的左理想，那么/?中所有与 L 
同态的左理想的和是尺的理想. ^ 

证明/?中所有与 L 同态的左理想的和 JV 显然是及的左理 
想-假定^ 是及 中任意元， U 是中与 L 同态的任意左理想,那么 
L f a 文是友的左理想.因为: r — m 是 " 与 Lk 的同态，所以 V 〜 
/^，因此丄〜//«，于是// ( ^^/,因此^/^^/，这就是说,“是/? 
的理想，所以定理得证. 

再要注意的是，上面的同态、同构都是 I 模的同态、同构，而 
不是环的同态、同构. 

于是我们得知 r 半单环 ft 假如先分解为单理想的直和，再把 
各个单理想分解为极小左理想的和 t 我们就得到及分解为极小左 
理想的直和.遇如先分解为极小左理想的直和,再我们不难证明其 
中所有相互同构的极小左理想的初是及的单理想，这样我们就得 
到 E 分解为单理想的直和. 


习题 8. 3 


1- 半单环的中心是域的直和. 

2. —个寒等元，如果不能写成两个正交幕等元的和•期:叫做本 原幂等 
元.试证 r 是本原幂等元的必要充分条件是对于仟意幕等元/，从 卜 t 卜 
>，即得6=/. 

S - 试证半单环的左理想 L = Re 是极小的必要充分条件为 w 是本原 
幂等元+因此的极小左理想是不可分解左理想. 

4- 假定环及有单位元并且是有穷个极小左理想的直和，那么开是半单 


环. 
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§ 8. 4单 环 


上节讨论了半单环的构造，现在讨论满足极小条件的单环的 
构造即阿了单环的构造* 

下面是(非幂零)单环的构造定理，这定理又叫做魏特邦+阿丁 
第二构造定理，这节主要是证明这定理 • 

定理1单环 A (圮关 0) 与全矩阵环&同构，并且螫数 n 及 
体 K (除同 构外) 由 A 唯一决定，这 K 叫做 A 所罵的体. 

这定理就是说 A 中元可以用矩阵来表示*在线代数中曾证 
明，向量空间的线性变换可以用矩阵表示.这里与它类似，证明方 
法基本上一样.我们首先要求建立一个体 X 的有穷维向量空间 ， A 
中元是这向量空间的线性变换，再求出与及中元对应的矩阵，然 
后根据同构定义，征明 K 与这些矩阵组成的全矩阵环同构，于是 
证明完毕_下面，就是裉择这个步骤来逐步完成. 

首先我们来建立体 K ，这样我们有 

定理2假定环尺(不要求是阿丁环).不贪非零的幂零左理 
想^是 a 的幂等元，那么左理想 是/? 的极小左理想的必 
要充分条件是是体. 

证明假定 是 r 的极小左理想，我们来证明是 
体.我们容易知道是环，这是因为，形如抑，斤及，的元其和、 
差、积仍然是这样形状的元.又因为 e 是幂等元，所以 e 是的 
单 位元. 再假定 ^0* 那么 Rere 是人中 A 的非零左理想，因为 L 
是极小左理想，所以于是 

eRe ， ere = tRe 


这就是说，方程如=&在 We 中有解，因此成体. 


反过来，假如是体，我们来证明 是 R 的极小左理 


想. 假定 t 垆0 是 L 中 R 的左理想，如果 eL ' =0,那么 


VL f ^LV^ReV = 0, 
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这与 /； 中没有非零的幂零左理想的假设不合，因此 d / 參 0 .于是 

是体 We 的非零左理想 t 所以因此 e & Z/Q 

厶、所以 

L=ReGRLd 

于是 L - r , 这就是说上是 A 的极小左理想，因此定理成立 * 
假如把上定理中左理想换成右理想，显然定理仍然成立.这就 
是说，假如环不含非零的幂零右理想，那么 M ==^ R 是 / t 的极小 
右理想的必要充分条件是成体*因此，假如环不含非零的 
幂零左理想，也不含非零的築零右理想，如果是 E 的极小左理 
想，那么 就是及 的极小右理想 • 反过来，如果是/；的极小右 
理想，那么就是及的极小左理想 * 于是，假如及是单环，如果 
&是极小左理想，那么 W 就是极小右理想，反过来也成立. 

这样，我们得到体尺=^^.再我们来建立 K 的有穷维向置空 
间. 

假定及是单环4=办是/?的极小左理想.命 V = 
也因为 

KV=eRe*eR^eR^V, 

所以 V 是体 K 空间*下面我们来讨论 V 的维数. 

假定 h •…， h 是 V 中关于 i ： 线性无关的元，因为的关 
0,所以■又因为 L , L «,. 看成义模时是同构的，所以是 
R 的极小左理想.假如我们能够证明…，/^^的和 ( L Wl ，…， 
是直和，那么 V 关于尺的维数就不大于尺的长，于是 V 关于 
K 的维数是有穷.再假如 F 关于 K 的维数是《，命 V = K Wl + …+ 
因为厶 V =/^ i ? 是及的理想，所以 ii = LV . 又甩为 LK = Re ， 
而认是 A 的左理想，所以 ZJC = 1. 于是及二仏〜，…， 
L ^)， 这就是说， R 的长不大于 V 的维数.因此，只要我们能够证 
明 

⑴ （ Lw ] ，…，1^)=/^，+ -.-+!^， 

那么 V 关于 K 的维数就是尺的长了. 
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要证明（1)，玛要证明 

时 = = 我们用反证法来证明，假定不完全都 

是零，譬如那么 a t «iG ( i « 2 , …丄因此左理想 ( L «£， 
J 与极小左瑰想 L « i 的交集异于零，于是 

Lu x ^iLu z iLiO. 

因此，我们有你1+心《2 +… + I 3 iw fl =0， a ; ei f 即 

etii + 硿 

但 e ， e “: 都是 / C 中元而 #0* 这与 ttl t “ •，〜关于尺 线性无关的假 
设不合 * 所以 (1) 成立， 

于是我们有 

定理3假定及是单环，它的长是是/?的极小左理 
想那么 V = A 是71维尺向置空间. 

由上而的证明我们还知道，假如是 V 关于 K 的底， 
即 V =-/ C W] + …十尺〜那么只就是极小左理想％的直 
和，即 + 

有了 K 空间|^后*我们就容易求得与 A 中元对应的矩阵了. 
假定⑷ + *“+/ C «_, 因为 V 是/?的右理想，所以对于及 
中元 a ， 我们有 

因此 



即对于元 a 我们有矩阵八^.同样对于及 中元心 我们有 

P 、 / ^ 

> 6™ z ， A *=( i ^). 


于是 


u 


u 
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于是映射戍是只到仏的同态.根据下面定理4,这映射是及 
到&的双射.所以它是同构.这就是说尺与/^同构.因此定理1 
的前段成立. 

定理 4 假定 A ， …，仏是单环尺的极小右理想 

V— eJi =Kuy + … + ^M n 

中任意《个元，那么中有一且只有一个满足 

v t = u f rfi — l^ m ^n 

的元 r . 


证明我彳 rt 先证明 r 的唯一性•假定《，=义人/ = 1,…那 

I 

么％ ( r—A = 0, 但 R 中所有适合 

i^r=0，f = l ， ._* ， n ， 


也就是使 ^-0 的元^组成尺的右理想 N ， m 为 V 是 R 的右理 
想，所以 w 又是/?的左理想.于是 N 毚 R 的理想，因龙或 
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iV 二 R ， 但所以 W = 这就是说，只有0适合上式, 
因此 

再我们来证明 r 的存在性.我们容易知道，假如能够找到适合 

^Vi=v^u^n = o f j^i ，/ = 1 *•“ ，《 

的元匕，那么 n + … +r n 就是所求的 r, 即 r = r、+ … +rv 下面我们 
来讨论如何找这样的 n. 

我们先求 n . 假定… + L 〜，因为1；是 ii 的左理想， 
所以我们把它写成 f = Re \ 这里/是幂等元，并且〆弇 1. 再因为 

L f 0 —e f ) =R/ (1 —〆 ) =R(^ f —e 1 ) = 0» 

故 〜（1— /)=^0。|_==2,…， 《. 但 + 如果 t^(l~V) 

等于0,那么 丑(1 V) 等丁 0,于是1 * (1 — 〆）= 】一〆=0,这与〆 
的假设不合，所以一 〆）弇 0- 于是… （1—〆）^是芦的非零 
右理想.因为 aGV ， 所以 Ml —〆 ）尺又因为 V 是只的极小 
右理想，所以《〆 〗一因此在 ii 中有满足 

«i(l — 

的元 <，显然这时 

Uf(l — e f )ri ~ 0 f i ~ 2 t …， n ， 

所以 _G—e')r/ 就是所求的 n ， 即 n = (l—/K. 同样我们可以求 
得 r 2 , …，〜，这就证明了 n，"*，％ 的存在性.于是定理成立. 

定理1中尚未证明的只是唯一性.即，如果单环只那么 
整数〃由及唯一决定，体 K 除同构外也由只唯一决定，最后我们 
解答这问題. 

首先我们知道，全矩阵环可以写成〃个极小左理想的直 
和，所以&的长是〜因此 n 就是 R 的长，所以 n 由 ii 唯一奂定. 
再因为只二命 e 是 R 中与尺„中元〆对应的元： 

一 0, 

、 4 

那么 e 是幂等元，并且对于 K 中任意元 r t 
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1 ' 


丸… * 1 / 


，i ' 



ere~^ 

0 


»«» #v_ ■.■ 

At】*" ； 


0 

| 4 


0 

s / 


因为这映射是及与反 > 的同构，所以二尺，根据下定理，从 e 与 
R 的极小左理想的自同态环逆同构，但及的极小左理想相 
互同构，因此它们的自同态环也相互同构，这样就是由 i ? 唯 
一决定的体1所以 x 除同构外由及唯一决定.于是定理1中唯 
一性就完全得证. 

定理5假定是环 if 的左理想，那么 L 的自同态环 S 
是的逆环. 

证明假定 J 是 A = 的自同态 = 那么对于 

L 中任意元 we / i ， 

cr(re) =r<fCe)=ra > 

因此^的象由^的象。唯■决定，所以，拜们又把 a 写成 a . 即 
〜 o )= a ， 又因为 

a=a€=ff{e)= : a{ee)—eij{e)—€aej 

即所以 aeWe . 这就是说， L 的任意同态〜由中元 a 
唯一决定.反过来，煆如 a 是中任意元，显然映射 

€-^ae j re-^ra ，r Gi ? ， 

就是 1 的自同态 

命〜—<2,那么这映射是 L 的自同态环 S 到的双射，再我 
们容易得知 

(< r a + ff fr ) e — tf fl ( e )+ ffi ( f ) = U + fp )^= tf a + *( f ) ? 

^h(e) =^ a {^M} —c^be') =btJ a (e) —bae=c ba ie ), 

所以 

十办 =^ +A ， 0 9 Oh = O^ t 

于是是 5 到上的逆同构，因此 S 是 We 的逆环■所以定 
理成立. 

于是，上面的定理1完全得证. 
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由上面的证明，我们得知开包含它的所 属体尺 又假如 
a 是及的中心中任意元， 因为似 =此 2 所以由 

u t a = etiiQ = eaui — aeu f > 

我们就得到 



p ' 

ae 


r* s 

\e 

♦ 

^ v 

e 

A 0 ^ 

\ 

\ 

_ 

ae 】 

\ ^ 

—a 

_ 

♦ 

_ 

1 

_ 

—aEyE= 

_ 

♦ 

_ 

、 


这:就是说，上面的同构把 r 的中心中元 a 变为&中元 a £：， 因为 
同构把中心变为中心，所以&的中心是这结果也可由 
§3.1 习题9推得 ■ 

下面是定理1的逆. 

定理6假定 K 是体，那么全矩阵环是单环. 

证明由 §7.1 定理4,仏满足极小条件.显然它不是幂零 
环. 

再假定 N 是&中任意非零的理想， a 是 JV 中非零元，£;,是《 
阶矩阵，其中行）列是 A 的单位元1，其余都是零元0,于是 

XdijKi^dij fC ， 

因为所以〜不完全是 ()• 假定，根据 

严 k 、， 

对于 K 中荏 意元心 我们有 

ba ~ l E Sf aE ^ bE ti ^ N , 

因此所以 = 这就是说,尺„中任意非零的理想只有 

单位理想，所以 A 是单环 • 于是定理得证 • 

显然 


L 产 + … 产 KE〆 … +KE ， 

分别是/：,的极小左理想及极小右理想，这里~二1,…， n , 

因为火是左阿丁环也是右阿丁环，所以左单环也是右单环， 
再左半单环也是右半单环，这是因为假如 R 是左半单环，由魏特 
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邦-阿丁第一构造定理， A 是有穷个左单环的直和，因此也是有穷 
个右单环的直和，由§ 8. 3定理7，/?是右半单环. 

习题 8.4 

1. 试证有穷非幂零单环是它的中心上的全矩阵环. 

2. 试证〃维 K 向*空间的自同态环与全矩阵环同构. 

. 3. 半单环是单环的必要充分条件是它的中心是体. 

4 - 假如 e 是单环衣的幂等元，试证是体的必要充分条件是 e 是本 
原幂等元. 

5 - 假如 K 是体 7 试证全矩阵环玫是极小左理想 

/^ = 尺 £_, 如 "+ 尺 £„，/ = 1，…， fit 

的直和，即 I 

M = L | + … + L „. 

并且凡^又是极小右理想凡=-尺^+…+尺纥，彳 = r , …的直和，即 

尺， /2_ +… ~hR„, 

§8-5 贾柯勃逊根基 

前面我们讨论了阿丁环的构造，此后三节讨论一般环的构造， 
我们先从贾柯勃逊根基开始. 

§ S . 2 中阿丁环的根基是用幂零元、幂零左理想建立的.1942 
年皮里斯 ( S . Ferhs ) 把幂零元的概念推广，在一般环中引进左拟正 
则元 Dtl 945 年贾柯勃逊用左拟正则元、拟正则左理想把前面的 
根基槪念推广，创造了一般环的根基，建立了一般环的构造理 
论 [3] , 

假定是有单位元〗的环中一元，如果1十 a 有左逆，我们把 
这左逆写成1+义那么 （1 十 7)(1 十 = l .因此 
(1) a + a f +a f a = 0. 

反过来，假如^是环中一元，如果有 i 满足 ( l ) t 那么 l + a ^ l+a 
的左逆元.在一般环只中我们根据 (1) 引进一个新的结合法 ，对于 


306 


环论 


[第8章] 


中两元我们规定* 

只。 a 1 —a+a* + 

这结合法。叫做 R 的拟乘法.显然，拟乘法满足结合律，并且 i? 的 
零元0是它的单位元，即 


(a ° b) ^ €=a ° (b 6 c)^a <■ 0—0 * a—a, 

当^ ^ = 0 时我们叫 Y 是 a 的右拟逆元^是 7 的左拟逆元，这 
时，我们又说。是尺的左拟正荆元，V是及的右拟芷则元 ，及 中元 
心如果是左拟正则元同时又是右拟正则先，那么 u 就叫做及的拟 
正则元.我们容易诬明，丑中所有拟正则元对。成为群叫做 ft 
的囷群，当 A 有单位元1时，这 C 与 A 中所有可逆元对乘法组成 
的群 G 同构1 就是 G 射到 G 上的同构映射. 

假崩 a 是 i? 的拟正则元，那么 a 的左拟逆元也是《的右拟逆 

元，因此是 a 的拟逆元.这是因为。适合结合律 t 由 

a * y ° a = 

我们就有 

〆=/ c Q^a! 1 fl ia * a r )== (a tt 13 a) ^ a ! = 0 a =a\ 

所以^ a '=^ a ! - a = 0 .即 a ' a ^ aa y ，因此一个拟正则元的拟逆元 

是唯一的. 


显然，环 A 的零元是及的拟正则元■及的幂零元也是只的拟 


正则元，这是因为，假如以= 0,命 


<z+a 2 — a 3 + … + ( — 1 广 】V 



我们容易验证 a 。 • a-( = 但拟正则元一般不 

是幂零元.譬如，在由所有有理数这里切是奇数， n 是任意整 
数，形成的环中，不含非零的幂零元，但任意形如加 An 的元都是 


拟正则元，这是因为 


2n , — %n . Zfti 一 2n) 




m 2n+m miZn+m) 



* 有的书中规定 《 用这个式子，后面的结论都完全成 

立，只是个别式子不究全一样. 
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假如环及有单位元1，那么 一1 不是拟正則元 ，这是 因为*如果 

一 1是拟正则元，那么 一— 因此一1=0,这显然 

是矛盾.再假如 a 是幂等元*那么一 a 不是左拟正脚元，这是因为 
由一 a - ba r — = 得 一 o * + c / t 2 — W = 0,即一 a ~\~ a r a — a 1 a — 

一 ^ = 0,此不可.又在体中除一 1外其他元都是左拟正则元，反过 
来也成立，即在一环中狳一元外其他元都是左拟正则元时*那么这 
环是体 

当环 E 有单位元1时，元 r 是 〆 的左拟逆元的必要充分条件 
是:1+ 〆 是 1+ r 的右逆元，因此在整数环 Z 中只有0及一2是左 
拟正则元. 

定理1环 A 中元「是左拟正则元的必要充分条 件是： 

证明因为所有形如 ^+： rr ，: re / e 的元成为及的左理想 I . 
假如 r 是左拟正则元，那么 一 因此于是 
L . 所以丄=見反过来，假如 L =/£， 那么一 r 二 〆 + 〆 >，即 ，+〆 + 
所以 r 是左拟正则元，于是定理成立. 

下面的定义与幂零左理想类似. 

定义1环及的左(右)理想，其中任意元都是及的左（右)拟 
正则元时，叫做及的拟正则左(右)理想.友的理想,其中任意元都 
是及的拟正则元时，叫做及的拟正则理想， 

—般 ，一个 左拟正则元不一定又是右拟正则元，假如 i 是环/? 
的拟正则左理想，那么其中任意元又是及的右拟正则元，因此是 
R 的拟正则元.这是因为，假如 aEL , 由 a 。 Y = 得知 V 是 B 的 
右拟正则元，但乂 = 一 a — Yae L ， 所以7又是及的左拟正则元， 
因此我们有 a a r ^ a f a a = 0, 即 a 是及的拟正则元. 

同样，在环的拟正则右理想中任意元也都是及的拟正则 
元.于是，拟正则左或右理想中元都是拟正则元，拟正则左或右理 
想如果又是理想，那么它就是拟正则理想. 

因为幂零元是拟正则元，所以在一般环中幂零元左理想是拟 
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正則左理想.在阿丁环中，反过来也成立，即 

定理2假定 i 是环 A 的拟正则左理想，如果 i ? 是阿丁环， 
那么 i 是幂零左理想. 

证明假定…，根据极小条件，则有某正整数*， 
使 Z / = Z /' 命下面我们用反证法来证明/ >=0. 

假如/^#0,我们命 JV 是中满足下面条件的极小左理想 

PJV 尹 0. 

4 

显然 JV 是存在的，因为/>自身就满足这条件.于是//中有元 a 使 
Pa ^ O . 因为尸 2 =尸，所以 = 垆0,但而入 

是极小左理想，所以 = 于 是尸中 有元: r 使烈=〜因为 
所以一： r 是及的左拟正则元 ，于 是一 1+^ —工 ' x =0, 因此 

-^xa +J ： , 设一： r^x^i = 0, 

即 a = 0, 这与 h 尹0的假设矛盾■所以尸= 0,即"= 0,这就是说， 
L 是等零左理想.于是定理成立 - 

现在我们用拟正则左理想代替§ & 2中幂零左理想来建立一 
般环的根基. 

下面是与 §8. 2屮类似的定理. 

定理3假定厶 ， L 2 是环的拟正则左理想，那么它们的和 
( h ， h ) 也是的拟正則左理想. 

证明假定那么我们有 

d + a’ J ra , a = 0- t 

又因为所以我们又有 

b+a^+c+cib+a^)^ 

于是 

a +"+(a / +f+o^) + (V+c+a?') 0+6) 

= 0 a ++ 十 aj + c + c (占 + VW } 

4 -c ( a + a 1 + a f a ) — 0 ^ 

4 

所以是及的左拟正则元，因此是及的拟正则左理 
想，于是定理成立. 
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定理4环尺中所有拟正则左理想的和是尺的拟正则理想， 
叫做的贾柯劫逊根基或简称〃的根基，用 V (/0 或 J 表示. 

证明因为这里和指的是离散的，所以 J 中任意元是 R 中某 
有穷个拟正则左理想中元的和，由上定理，它是尺的左拟正则元， 
所以 V 是 A 的拟正则左理想. 

下面我们来证明/是尺的理想.假定 a 是 V 中任意元^是/£ 
中任意元，如果我们能够证明 arEJ ， 那么 J 又是丑的右理想，因 
此 J 就是及的理想了- 

假定 i 是由 v 生成的 A 的左理想，即 L 中任意元可以写成 

sar+nar^ {sa+na)r—tr^t=sa + 如， 


因为 ae /， 所以 re A 因此 A 于是我们有 

rt + b + brt — Q ^ 


因此 


tr + (—t^ " 一 thr) + ( —tr-tbr)tr 


— ^tib+rt+brt)r=0 

所以 tr 是 R 的左拟正则元 ，即厶 中任意元是及的左拟正则沅，因 
此 L 是及的拟正则左理想，所以于是 arej - 定理成立* 

上面根基概念是根据拟正则左理想建立的,假如我们把左理 
想换成右理想，引用拟正则右理想，我们同样可以建立根基.如果 
这时得到的是那么/=丄这是因为，/是及的理想，并且其中 
任意元是 R 的拟正则元，所以/是/?的拟正则理想.因此 
同样有所以^=丄 

于是■/既包含的所有拟正則左理想，也包含及的所有拟正 
则右理想-又因为及的幂零元左理想是尺的拟正则左理想，及的 
幂零元右理想是尺的拟正则右理想，所以 J 又包含 A 的所 有幂零 
元左理想，及所有幂零元右理想•当及是在交换环时,因为任意幂 
零元生成的理想是幂零元理想，因此交换环及的根基 J 包含尺中 
所有幂零元，但它可能还包含其他非幂零的拟正则元， 

当尺是阿丁环时由定理2得知它的根基 J 中任意元都是幂 
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零兀. 

根基中元如果都是幂零元就叫做 S 零元粮基.蚵丁环 R 的根 
基 N 或它的贾柯勃逊根基 J 都是幂零元根基显然两者是一致的. 
一般环的贾柯勃逊根基不是幂零元根基， 

定义2环 R 如果它的根基 J = 那么 R 叫做根基环，如果 
那么尺叫做半单纯环，或简称半单环. 

有时§ 8. 2中半单环又叫 做羃零 半单环，这里的半单环又叫 
做贾柯勃逊半单环. 

显然，幂零元环是根基环.有单位元的环不是根基环，因为一 1 
不是拟正则元.含有幂等元的环也不是根基环，因为幂等元不在环 
的根基中，再整数环 Z 是半单环，这是因为 Z 中只有0, 一2 是左 
拟正则元，而由 一2 生成的理想是偶数环，它不是 Z 的拟正则左理 
想，由这也说明坏的拟正则宂不一定都在它的根基中. 

根基环对拟乘法形成群，即根基环是圆群 m] . 

定理 S 假定 J 是环尺的根基，那么及=只一7是半单环. 

证明假定 J 是 S 中任意拟正则左理想5是2；中任 
意元，那么在 K 中有元7使5+7+55=1所以 


于是只中有元^使 


£t+a f +a l a-^u^uia +a’+Ya)=0, 

即 

a-^(a ! (a 1 +u-^-ua f )a = 0. 

因此 a 是及的左拟正则元，妍以 L 是的拟正则左理想，因此厶 
于是这就是说3中任意拟正則左理想是零理想，所以 
及的根基是零，因此 K 是半单环-于是定理成立. 

定理6假定及是环，那么全矩阵环^的根基 JOO 是及的 
根基 JOO 上的全矩阵环即 J (凡 ) = 

证明我们先证明 jooec/oov 

假定心是中矩阵的第〖行第 j 列上元的集合，显然 L, 
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是尺的理想-命是第/行第）列上元是*中元^其余元都是 
零皓《阶矩阵，那么 

RE lt JCR J ,)E jl R(ZJiRJ, 

因此及 L ^£]] CJOO t 即 

a …0 

. € J(R n )RL {j R. 

0…0 , 

于是它是左拟正则元.因此我们有 


£2…0 、 

i 

t 

- > r ^ 

<2]1 

i 

( f - 1 

^ii … a 1/T i 

1 

♦ 


a — 0 、 

1 

♦ 

1 

<2 … 0 

_0 … 0 , 

十 

心…〜二 

十 



_ 

、 0…0 ♦ 


0…0 


所以这就是说中任意元是/?的左拟正 

则元，因此 是尺的 拟正则理想.于是 ALWCAiO , 所以 

及 Z^/^^CJOO , 即（及但 S = —J 的柚基是零，因此 

及1； 0 =万，又因为岛5^；。=万，所以心=万.即 4CJOO, 这就是 

说，假如 u))ej (凡），那么所以 

我们再来证明 (*/(/;))■&/ (艮) . 我们来考虑所有形如 

0 … 0 ’ 

A\ = ………… ，知 ^ J (/0 ， 


^nl 



…0 


的；2阶矩阵集合，显然 A /: 是民的左理想_假定 



…0 



.+ d 1 /<2 11 = 0» 

0 -“0 

\ ^ 


那么 


0 


A x ^ A 


u 




0 J 
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因此 即义。/是 幂零元，所以它也是左拟正则元. 
于是有。。召={),召€札，即4。。这就是说， 
戌是扎的左拟正则元，所以是民的拟正则左理想.同样，所 
有第/列是』中元，其余元都是零的《阶矩阵 A 的集合 M 成 
为扎的拟正则左理想*因此从士…+軋也是見的拟正则左理 
想.所以它在 八 / o 中•再因为 wa )), 中任意元可以写成如 
…，丄这样的《个矩阵的和，因此它在 a ^ + m + a ^ 中；这就是 
说， U ( R )\ 中任意元都在7(兄）中，即 ( JOOh ^/ OU . 因此定 
理成立. 

与§ 2定理 S 类似，环的根基与它的理想的根基的关系，我们 
有下面定理- 

定理7假定 JV 是环 A 的理想，那么 

证朋假定 aewrv (/ Ot 因为所以尺中有元 y 
使 < j + y+ya = 0. 又因为 所以 die 因此 V = —a — 

e w ， 即 a 是 n 的左拟正则元，于是 jvn 』(/?) 是 w 的拟正则左理 
想.所以它在中，即 

下面证明 jov )&/ (及 ) .设 aej ( w ), 那么 

NRaRN^NaN^JiN) , 

因此(根据后面的习题 5) .即 M 是 R 中拟正则理 
想，所以 RaR ^ J ( R ). 因此我们又有 a € J ( TO . 于是八乂 ） G 

八 R \ 

定理证毕. 

- 于是，半单环的理想仍然是半单环.这与 §8. 3定理3是一致 
的.一个环的根基自身是裉基环，即 = 但根碁环的 
子环不一定是根基环 [14] . 

在后面讨论时，常常箱要下面这样的车理想. 

定义 3 假如 L 是环/?的左理想，如果炎中有元〜对 于及中 
任意元了，有 i — aGL ， 即:那么 L 叫做及 的正则左理 
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想^叫做对于 L 的右单位元- 

显然，当环丑有单位元时，它的任意左理想是正则左理想-假 
如环 E 的左理想包含 R 的某正则左理想，那么它自身也是正则左 
理想，也就是说，正则左理想的扩张左理想仍然是正则左理想. 

譬如在偶数环及中，理想(6>是正则左理想，它的 e = 即4 
是及对于的右单位元，理想 (4) 不是正则理想. 

定理8假定环及中元 a 不是左拟正则元，那么及有不包含 
^的极大正则左理想. 

证明因为 a 不是左拟正则元，所以 F 的左理想 

L— {x-\-jca 

不包含〜这是因为，如果 aG /.， 那么上=/^这与定理1矛盾.于 
是只中所有包含1而不包含 a 的左理想，根据集合的包含，由冲 
恩引理，我们有包含 L 而不包含 a 的极大左理想.这左理想，显然 
也是 R 的极大理想，因为如果另有包含它的左理想，那么它就要 
包含〜因此它就是丑了■因为厶是正则左理想，所以这包含 L 的 
极大左理想也是正则的.因此定理得证. 

于是得知，假如及不是根基环，那么及有极大正则左理想，下 
面主要是介绍根基的性质. 

定理 9 环及的裉基 J 是只的所有极大正则左理想的 交集： 
是 R 的极大正則左理想. 

证明假定即 a 在的任意极大正则左理想中.如 
果 d 不是左拟正则元，由上定理,就有不包含 a 的极大正则左理 
想.这与假设不合，所以 a 是左拟正则元.于是是及的拟正则 
左理想.因此 

再假定 <3 6 HM /， 那么及中有某极大正则左理想 M 不包含 
a ，因为财是极大左理想,所以由 M 及 a 生成的左理想就是及自 
身，即 

R = {wi^h (ra -\~Ttt2 ) }. 
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这里是整数或零.如果 e 是及 对于 M 的右单位 
元，那么一 f =^^1! + ( ra +? w ) ，即一 + 因为占 + 扣1 

也是及对于 M 的右单位元，由定理 l ^+ mi 的负元不是左拟正则 
元，即不是左拟正则元，这就是说*由 a 生成的左理想不是 
拟正则左理想，所以 a & J . 因此于是定理证 
毕. 

假如有单位元，那么它的左理想都是正则左理想，因此/? 
的根基^/是及的所有极大左理想的交集. 

我们知道，幂零半单环(定义 2) 的构造归结为单环的构造，与 
这类似，贾柯勃逊半单环的构造归结为本原环的构造.本原环是单 
纯环的推广，是一类非常重要的环.下面介绍本原环，先介绍一个 
基本性质. 

假定财是及的左理想，显然 

(M * R) = {r\r^R,rR^M) 

是及的理想.如果 W 是及的理想，并且那么因 
此: 这就是说 A 的理想如果包含在 M 中，它也包含 

在 CM ，/2)中.假如 ( A / : / OGA /， 那么(财：/0就是/?中包含在 M 
的最大理想.假如 (M :及)= 0,那么 Ai 不包含中非零柏理想， 
定理⑽假定 M 是环及的正則左理想(不一定极大），那么 
(Ai : JOGM ， 因此(财： JO 是及中包含在 M 的最大理想 ★ 

证明假定 (M : ft ) ，那么 a 及如果£是 i ? 对于 A / 的 
右单位元，那么 a — 此 eA /， 因为郎 ew ， 所以 aeAi . 于是(财：及） 
因此定理成立 t 

定义4 假如 M 是 R 的极大左理想，如果/0=0,那么 
R 叫做(左)本原环.假如 W 是及的理想，如果 R ^ R - N 是本原 
环，那么 W 叫做 i ? 的(左)本原 理想. 

显然，零环不是本原环，本原环的零理想是本原理想，再体 K 
是本原环，因为它的极大左理想是零理想，并且 ((0) : = 0.整 
数环 Z 不是本原环，因为 (/0 是它的极大理想，但 （（/0 1 Z )= 
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ip 、. 再因为 Z — 0>>是体，所以它是本原环，因此0>)是2的本原 
理想.1961年柏生尔 ( E . C * Posner ， 1933〜， Kaplansky 的学生）曾 

证明环是本原环的必要充分条件是全矩阵环扎是本原环^吣 

一个左本原环是否又是右本原环，这是环论中长期没有得到 
解决的一个问題，年柏尔门 ( G . M . Bergman ) 给出了一个左 
本原环但不是右本原环的例 [16] 解答了这问題， 

定理11假定财是 尺的极 大正则左理想，那么(财：尺) 是及 
的本原理想. 

证明由定理10,我们得知(财 * ZO £ Af , 显然 尨在及 =/£ 一 
( A / : /?) 的象屉是及的左理想，因为 A / 是及的极大左理想，所以 
汾是及的极大左理想.再(财： 及 ）=1 这是因为，假如石及 G 财，那 
么 WGA /， 因此 K ( A / : /0，所以5=石，于是及是本原环，因此 
(财：/0是本原理想. 

定理证毕. 

于是，假如及不是根基环，那么它有极大正则理想，因此及有 
本原理想. 

定理 I 2 环的根基 J (垆 iO 是及的所有本原理想 M 的交 
集，即 

证明因为 j 是及的所有极大正则左理想的 交集. 又因为及 
的任意极大正则左理想 A / 包含本原理想 ( A / t / O , 所以包含及 
的某些本原理想的交集，因此 J 更包含 / e 的所有本原理想的交 
集*下面我们来证明 V 包含在及的任意本原理想中，因此 J 就是 
R 的所有本原理想的交集，于是定理就告成立. 

假定 W 是/£的任意本原理想，那么 R ^ R ~ N 是本原环.因 
此及 有极大左理想财，使 ( M ，犮）二5,于是 (Af * R )^ N . 齿为 N 
^射，所以 (Af : Rd 因此 O / < ZO 就是及中包含在 Af 的最大 
理想.假如我们能眵证明 JQA /， 那么 JQ ( A /^ 幻，因此定 
理就得证. 
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我们先证明 

L^{r\r^R,Rr^M}=M. 

这是因为， L 是/£的左理想，并且包含因为是极大，所以 L 
是乜或者是凡如果1 =及，那么及及^対，于是 （M * 及）=及，但 
及)£乜，所以财=沢，这与假设不合.因此 L=Af. 

再用反 证法. 假设 j 盂 A /， 并且如果那 
么 “eo/ :及) gat ， 这不可.因此 a/e 芏见命 只，财，因为 
L = M， 所以 RdeAf. 但乜是极大，因此(对 ，及 &)=見于是存在 
mG A^，rG/£， 使 m+raA 二一△，即 b+rab = — m ^ M . 再因为 a 6 
人所以^是左拟正则元 ，因 此有元 f 使 ra+f+fra=0* 于是 

b=b- ] rira-\-c^rcra)b= ib~\-rab) +c(^+r^A) t Ai- 

这与 ab ^ M 的假设矛盾 • 因此 J 凱 
于是定理成立 - 

因为本原环的零子环是本原理想，所以本原环的根基是零，这 
就是说，本原环是半单环.除零环外，本原环不是根基环. 

定理 13 单环是根基环或是本原环. 

证明假定及是单环，记= 及 ■如果及不是根基环，那 么丑有 
极大左理想于是 (M : R ) 是 R 的理想.所以 

( M : 及）= 0或 ( M : R ) = R . 

如果 （ A / :及）=灰，那么及 = 即 R 2 二及 这与 MC1R 

的假设矛盾.因此 Oi * ^) = 0, 所以 R 是本原环*于是定理成立. 

子是单环有单位元时是本原环，但有单位元的本原环 不一定 
是单环. 

定理I 4 假定单环 K 有左理想或右理想乙那么及是本原 

环™. 

证明用反证法.假定 L 是/£的左理想，如果 R 不是本原环， 
那么纪 = 0- 因此 L/? [圮= 0,即 L 是及的理想.此不可，所以 R 
是本原环.证毕. 

单根基环是否存在是环论中一个悬而未决的问题，1961年沙 
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士亚大 ( E * Sasiada ) 预言这种环是存在的,1967年他给出一个具 
体的例来说明 [1 '但他给出的不是幂零元环.因此，现在存在的问 
题是有没有单纯幂零元环. 

习题 8. 5 

1. 假如^是拟正則左理想 i 中元，那么满足 u ) 的乂是 唯一的，并且 

=a 

^ 假定 a 是 K 中允，如果 一 V 是左拟正则元，那么 a 也是只的左拟正则 
元. 

3 - 假定是左拟正則元是奇数，那么 a 也是左拟正則元. 

夺-假如 a 4是环/?中元，如果 d 是左拟正則元，那么&也是左拟正則 


5 .假定工€忆如果尺或有一在尺的根基,/中，郑么丄 
^ 假如《是环只的根基 J 中元，那么及中满足 i = m 的元 x 只有零 
元，即 JT —0. 

7 .假如^是环尺的根基 ■/ 中元* 如果/ = a'n>m »那么 a* = 0. 

S. 假如]是环穴的单位元 we./， 那么 1+u 有逆元. 

^ 假定是环尺到环 s 的同态，那么 ^ nR ))^ j{Sh 
]0- 任意正則左理想能够嵌人极大正则左理想 - 
假定及是根基环，那么它没有正則左理想. 
n . 试证正則环是半单环. 

假定是所有这样的有理数^构成的环，其中彷是奇数^是任意 

整数，试 证及的 根基是（2>，它不包含非零的幂零元. 

H- 假如是有单位元的环，如果其中所有不是可逆元的元形成理想 
#，那么 W 是尺的根基 ■ 

15. 试证 = 只 )6 这里 e 是环尺的幂等元. 

- 假定 w 是环及的本康理想,那么只中存在极大左理想 m , 使得 
CM* R). 


§ 8. 6次直和 


我们知道根基是琴的环叫做半单环.这节我们讨论半单环的 
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构造，它是用次直和表达的，是 §8. 3中幂零半单环构造的推广. 

我们先介绍次直和这个新概念.我们知道，在§ 6. 4中我们讨 
论了环的直和，但是很多时候，环不能写成为若干个环的直和，却 
能够写成为若干个环的直和的子环，这样把直和推广就创造了次 
直和这个概念 

假定有两个环拓 (2) 及艮=2 —（4>,即 

— {Oj ^ 1! } 1 R，2 = { 0 2 , l z ,2^^ 3 3 }» 

那么 

都是私 ，& 的直和私 +& 的子环•但它们有区别，在&中，氏，仏 
中元都完全出现， 但在& 中，尽中元都出现而&中元不完全出 
现，这时显然 

(。”(^―。”仏山)-^， jiah : 是\ 到 
氏上的 同态， 

(0 1 ,0 a )^0, t (l 1 ,l 2 )^l z ,(0 1 ,2 i )-^2^(l i ,3 2 )^ 

是& 到&上的同态.也就是说，这时 A 〜亿，( = 1,2,但\就没 
有这个性质，我 们把& 叫做私 ，&的 次直和.一般我们有 

定义1假定{尺 ueo 是一组环祀的集合,/?是 {/ u 的完全 
直和 S 尺中由 

组成的子环，如果 

r-^r t ,r 6/ 

是尺到疋上的同态，即/?〜/^那么 / i 叫做 {/ U 的次直和， 

显然{兄 } 的完全直和是 { iU 的次直和,要注意的是， UU 的完 
全直和是由彳尺}唯一确定的，但{幻的次直和不由{幻唯一决定， 
它有各种不同的次直和. 

再我们容易得知 W / U 的完全直和的子环是{足}的次直和，这 
里兒,是尺的 子环. {足}的次直和是{尺4的完全直和的子环，这 
里及 .* 是杧的扩张环. 
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我们先给出环是次直和的必要充分条件* 

定理1环及是环#山 + 6以的次直和的必要充分条件是 
中有理想彳并且 

证明假定 A 是说}的次直和，由定义我们有 H 所以/?, 
i / e — w ,，， 这里 w ，是同态核 * 因此是 a 的理想.再假如 hk 6 
尺 } en 凡，那么 n 是扣的零元，即 r ,= o , 因此 n 凡所以条件 
的必要件成立. 

反过来，假 如凡是 r 的理想，并且 rw = o . 我们命氏 pr — 
是 / e 到兄上的同态，凡是它的同态核，于是对于 a 中任意 
元 r ， 我们有私.显然在 U ,} 的完全直和中由所有这样 
的 

ir, } t^(r)=r,6/? r 

组成的环允是 (/ U 的次直和.下面我们来证明及与兒同构， 
我们命 H 中元 r 与对应，即 

r^{Oi(r)} 

显然它是到兒上的映射.又因为 
所以 ^+ J -^{^( r - hj ) } = { ff r ( r)}-h {^( j ) } 

r * s -^{ tJiirs )} — { a f ( r ) * ^( j )} 

于是只与圮同态，即尺〜圮，再因为巧 ( r ) = 0 时，斤况,但 
0,所以「=0,因此.这就是说,及与{幻的次直和同构 f 所以 
条件的充分性成立. 

于是定理得证. 

下面是贾柯勃逊关于半单环的主要构造定理. 

定理2半单环是本原环的次直和. 

证明根据定理1 2 ，/£的所有本原理想况的交集 (1 况 
= 0,于是由上定理 ，及 是{尺一的次 直和. 又因为凡是/?的本 
原理想，所以 R ~ N t 是本原环.因此定理成立 • 
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于是我们又得到 

定理 3假定环及的根基是人那么是本原环的次直 
和. 

下面是定理2的逆. 

定珊 4 假定是本原环 <氏}的次直和，那么及是半单环. 

证明由定理1我们有 r ^ r - n s , n ^= 0,因为尺是本原 
环，所以 M 是本原理想，于是由§ 8. 5定理12得知 J ( R ) = RJV , 
= 0,所以及是半单环，定理成立. 

最后 t 我们介绍交换环的几个重要性质. 

我们知道域是本原环，它的逆也成立， 

定理 5交換本原环是域* 

证明假定及是交换本原环， A / 是它的极大左理想， ( A /: iO 
= 0.因为及是交换的，所以因此 A /=0. 这就是说， 
零理想是 A 的极大理想，即 A 除零理想外，没有其他理想.再因为 
R 的根基是零，所以它不是幂零元环.由§ 3. 6定理是体.因 
此定理成立. 

于是，我们得知交换环是本原环的必要充分条件是它是域. 

由定理2及上定理我们又得到 

定理6元数大于1的交換半单环是域的次直和. 

下面是比这广泛的定理，由§ 3. 8的定理2我们立即推得 

定理 7假如交换环不含非零的幂零元，那么它是整环的次 
直和. 

证明假定交換环及不含非零的幂零元，由§3,8的定理2 
得知尺 的所有质理想 彳 / M 的交集= 设亿一于是由 
定理1，环及是{兄}的次直和.因为 A 是质理想，所以私是整环. 
因此 i ? 是整环的次直和.于是定理成立. 

我们还知道 * 一个环是域 Z — （2) 的次直和的必要充分条件 
是;它是布 尔环. 一个环，如果它的特征数是质数/>，并且对任意元 
a 有 〆 =心那么这个环叫 p -环. f 环是有单位元的交换环一 
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个环是域 2— Q ) 的次直和的必要充分条件是 :它是 />- 环.这些证 
明我们都从略 

习 题 8- 6 

1. 在交换环中，本原理想是质理想》但质理想不一定是本原理想，这是 
为什么？ 

§8-7 本原环、稠密环 

我们知道，假如 M 是环 R 的极大左理想，如果> /» = 0, 
那么就是本原环.前面我们已经介绍了本原环，这节我们将进 
一步讨讼本原环的构造，与§ 8. 4所述的类似，主要就是证明下面 

著名的贾柯勃逊密度定理 * 

定理1假定尺是本原环， M 是它的极大左理想 ，（Af :及） =- 
0，£是加群财的岜同态环， 

是 五中与 同构的子环， 

是体，那么及是 F 的向童空间5的线性变換的拥密环. 

下面我们来分段证明. 

首先我们与§ 1 3定理2类似来证明兒与及同构.因为 M 是 
及的左理想，所以 — M 是加群，又因为 i 是 S 的自同态，由 
+ b l - ia + by ，W = ( d )% 显然 是及到 圮上的同态.再 
因为 i =0 时^=3,得此 eA /， 所以 * 及）= 0.因此上述同 
态是 同构. 于是及二尺. 

我们再来证明 f 是体 * 

定理2假定厂是£中所有与圮中任意元能够交換的元集， 
那么 F 是体. 

证明 F 显然是环，并且有单位元，因为£有单位元. 
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假定“是 F 中非零元，那么 { W 是 R ^ R - M 对于 a 的象集， 
我们先来证明 { ，因此 a 是及到及上的自同态 ■ 

我们知道〃是 E 的自同态，当 = i 时 t 我们规定 ar = i 这 S 
显然不能由 r 唯一决定，但它们相差只不过是 M 中一个元，与我 
们的讨论无甚关系，因此士=时，今所以 {&} 关了因此犮中 
有元 r 使 a ?^0. 于是#6对，但财是极大左理想，所以由财及# 
生成的左理想就是扎于是对于/?中任意元 h 我们就有 

W ， a € R，n 是整数或零， 

因为 F ， 所以 a f ar — aa f r ^ 因此 = 于是 jr = m + + 

« r ) f 所以 S = tf ( fl r +« r ) ，这就是说，对于 R 中任意元: T , 我们有 i 
6 { i }， 即 

我们再来 f 明“是 K 的自同构. 

假定 aP =5, 那么 ore 财，如果 r 百因为 A / 是极大左理想， 
所以对于只中任意元 A 可以写成 a = m + ar +« r ，所以 

ax=<m+<»ar+flnr===tt»t+a ♦ or+nart 

即 I 这与 a ^ O 的假设不合.于是这就是说，一=5时^ 
所以 a 是同构. 

于是在五中 a 有逆 a _: ， 因为 = 所以= 因 
此 f 1 e 于是 F 是体，所以定理成立- 

因为 f 中元是 K 的自同态，所以及是 f 的向量空间,于是我 

们有 

定理3及^及一射是体 F 的左向量空间，兒中元是 F 向董 
空间及的线性变换. 

及一般虽是 F 的无穷维向量空间，但圮中元是 F 向量空间 H 
的线性变换，我们可以同§ S . 4中一样，把疋中元用元索是 f 中 
元的无穷阶矩阵 表示. 我们不这样做，因为这样我们就很难再推得 
其他性质，我们用另一个概念来表达. 

下面，我们先介绍稠密环这个重要概念. 

定义假定 V 是体 F 的(左）向董空间，了是7的线性变换集 
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合，如果对于 V 中任意 r * 个线性无关的元巧，…， A 及任意《个元 
+•+，％，在 r 中存在着的线性变换，那么 r 叫做对于 V 
是《 重 可迁.如果对于 任意〜 7’ 对于 V 都是 n 重可迁，那么 T 叫 
做对于 V 是稠密的.假如 r 又成环，那么 T 又叫做 V 的线性变换 
的稠密环，或简称稠密环- 

假如了对于 K 是》重可迁，显然 r 对于 v 是任意 w (< y 重 
可迁. 

这里 V —般是无穷维向置空间而不是有穷维向置空间.假如 
V 是 F 的《维空间*由线代数得知, V 的所有线性变换形成的环 
就是全矩阵环匕.又因为在 V 的线性变换中有把 V 中任意个线 
性无关的元变为任意 n 个元的线性变换，因此 h 是 V 的稠密环， 
于是(非幂零)阿丁单环是稠密环.因此魏特邦阿丁第二构造定理 
是密度定理的特例. 

下面我们来证明 於是 f 向量空间及的稠密环. 

首先我们来证明兒对于 F 向量空间及是1重可迁.假定石尹 
kE ， 那么 


L— {rx + m \r ^： R^m^ ： M] 

是犮的左理想，因为财是极大，所以 L = R 或如果 
那么 neA /， 因此 

R ~ t 财，《=^ 整数 } ， 

于是犮)=及，这与偎设矛盾，所以厶于是及 
因为及= 及一 Af ， 所以即疋这就是说，对 
于及中任意在疋中有元 〆 使 〆 因此对于 S 是1 
重可迁. 

再假定土，…， h 是及中《个线性无关的元^是及中 
任意〃 个元，如果在欠中能够找到‘使 

因为圮已是 1 重可迁，所以在兒中有元 01 ，…，〜使 

lt»i\ 眾 yi. 
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命 V = +… +b n r aj ，那么 

o!xi—{bia(-\ - Vb^a^ )^c } —b!a!x~y^ 

所以，只要下面的定理成立 f 就是及的《重可迁，因此允是 S 的 
稱密环了 . 

定理 4 假定识是 /^ 向量空间 K=/i— 财的》维子空间 ， S 
那么纪中有元 V 使《 ^(^=0 ， 0' 三 #0, 

证明我们用归纳法来证明 . 

当《 = 0 时识 =0, 这时纪识 = 0. 根据前面证得性质，对于 5 
关 0 有史 5= 及，这就是说，允中有元 V 使然 y 妒 =0 ,因 
此《 = 0 时定理成立 . 

假定对维数小于《的子空间定理成立，下面我们来证 明识的 
维数是时定理仍成立 . 

我们把识写成识这里识 i 是 F 空间及的《 — 1 
维子空间.命圮中所有零化的集合为 S ' ，即 S f W x = 0 . 根据归 
纳法假设 A 3 參 o ， M 然亨是圮的左理想，因此是及的左理 
想，由 R - R ^ 得知55在 if 的完全象 源是及 中包含 M 的左理想， 
因此它就是 R 自身，于是見假如圮中零化妒的元也同时 
都零化 i ， 我们命那么这映射是及的自同态，这 
是因为，由 工，如果沒 i ： y = d 2： y ， 那么 一 i ); y =0, 

但乂一 ‘ ev ， 所以零化同时又零化因此零化识. 
根据假设，它也零化即乂5=42用^表示这自同态，于是 〆 i 
y ^^ a ' x . 再由 a ( r ^5)= rVS ， 得 〆 rW 3))=/< a ( c ^))， 所以 

〆 〜即 o 与圮中任意元能够交换，因此于是 a'G — 
4 〉 = 0,即 S ( G -4) = 0. 根据归纳法假设，，所以56 
(^1+6 e 便.这与识的假设矛盾,因此圮中零化妒的元不同 
时都零化5,所以定理成立. ^ 

密度定理至 fit 完全得证 . 仿之，我们不难得到下定理 ——，u 

定理 5 假姮 V 是体 ^■ 的向量空间 ，五是 K 的自同态环，犮 
是 E 的子环，即及是 F 的线性变换形成的环，如果下面二 条件： 
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1) 及对于 V 是1重可 迁； 

2) V 的自同态环五中所有与 E 中任意元能够交换的元形成 
的环就是 F 

成立，那么丑就是 F 空间 V 的稠密乐 

这定理在引用时有时较定理〗方便. 

定理6假定 V 是体 F 的向童空间 i 是 I 的线性变换形成 
的环，如果及对于 V 是2重可迁，那么是 F 空间 F 的稠密环. 

证明.只要我们证明在 F 的自同态环中所有与及中任意元 
能够交换的元 s 是在 F 中，那么丑就是 V 的稠密环了. 

假定^是 V 中非零的元，如果线性无关，那么在中有 
元卜使 a = 于是这与^=^0矛盾 • 所以 

线性相关，因此在 f 中有元 A 使 

再假设3^0,同样我们有命于是 

a > 3 J =5 i y = 5CiU')=(j(5x)—ia(a T x) = a r (ajc)=^3 ; ' 

所以■即 s =〜 ，这就是说， J 是 F 中元.于是定理成立. 

下面是密度定理的逆. 

定理7假定 F 是体 F 向童空间,/?是 V 的线性变换形成的 
环，如果 ii 是 V 的1重可迁，那么丑是本原环， 

证明假定^尹0是 V 中任意元，因为 A 是 V 的1重可迁，所 
以•命 

M — { r \ r ^： R t rv = 0} t 

显然 M 是丑的 左理想，并且 M 关亿 于是 iO =0, 这是因为， 
如果 r 6( A / m 由得 rfe =0, 即斤=0,这就是说， r 把 
V 中任意元变为0,因此 r = 0. 

下面我们再证明 M 是及的极大左 理想.假定只 的左理想 N 
二>财,那么及中有元因此⑪产 o . 于是5抑=[因 
为 RxGN ， 所以 A ^= v .即 Nv ^ Rv , 假定 r 是 / i 中任意元，那么 
N 中有元/ I 使 rtv = ru ， 即 ( n — r ) i ?=^0, 因 此”一 rGM , 所以 
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r=n — m ^ N 9 

这就是说，于是因此 A / 是的极大左理想. 

于是是本原环，定理得证， 

要注意的是，这时 A 不〜定是 F 空间 V 的稱密环，因为 F 不 
一定就是 V 的自同态环中所 有与及 中任意交换的元形成的体 ，一 
般它是包含 F 的体 K 的向置空间 V 的稠密环 * 因为只，尸都可以 
看成在 V 的自同态环£中，所以簪如 V 是复数域看成为 
实数域 f 的向置空间，只是 V 的线性变换形成的环，对于 o^e 
K 显然 Rv = v . 因此 K 是 V 的1重可迁，所以/£是本原环*但犮 
不是 f 向量空间 P 的稱密环.这是因为，1 j 是 V 中对于 线性 
无关的元,并且只中不存在使 = 扣 V =1 的元 t 3 + 

扣，所以只对于 厂的 V 不是2重可迁，因此不是 f 的 V 的稠密 
环.再我们容易得知，在 V 的自同态环中 * 所有与 K 中任意元能够 
交换的元形成的体是复数体 C . 于是只是对于 C 的向量空间 V 的 
稱密环. 

由上定理我们立即推得，假如 E 是向置空间 K 的线性变换形 
成的稠密环，那么 R 是本原环. 

由密度定理，我们得到下面一个常常引用的关系. 

定理8假定及是本原环，那么有某体厂使得衣二 f ■或对于 
任意正整数机，尺有子环 

证明假定 A 是 F 向量空间 V 的稠密环，当 V 关于 F 的维 
数是《时， K 是^向置空间 V 的所有线性变换形成的环，因此 
当 V 关于 f 是无穷维时，假定 h ，+ + , Uw …是无穷个线性无 
关的元^/^, + … 因为是稠密环，所以尺中有把《!， 
…，〜变为中任意相个元的元，显然及中所有这样的元形成 
子环 

s im ,=ixUeR t xV m ^vj, 

學 

并且它与同态，即 S < m y - F kt 定理证毕， 

根据上面密度定理，我们不难得到下面本原环的两个性质 i 
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定理 9假定及是本原环，如果及中任意元的平方是 A 的左 
拟正则元，那么及是域. 

证明假定 及是体 F 的向量空间 F 的稠密环，如果能够证明 
^的维数是1，因为1维 F 向童空间的所有线性变换形成的环与 
F 的中心同构，所以 及就是 域了. 

假定^ J 是 V 中任意两个线性无关的元，那么尺中有元^使 


ax =^ y ^ ay = ^ jc y 


即 


—x,a z y— —y, 

但 V 是及的左拟正则元，因此在尺中有元6使得 
于是 


即^=0,这与 x ，： y 线性无关的假设矛盾.也就是说， K 中任意两个 
元都线性相关，所以 K 的维数是 L 于是定理成立. 

定理10假定及是本原环，并且对于及中任意两元〜&有 

a ( u .— ba ) = ( ab - ba)at 

那么及是域. 

证明假定尤^是^中任意两个线性无关的元，那么 及中有 
元•使 

ax — y^ay=JO + y^bx=y,by = x^ 

由计算得 

n(ab^ba)x=j：-\-yt (ab—ba)aj：^= 一 jc 4 

于是^ + 一: T ， 即2^ + ^-0这与: T 4 线性无关的假设不合.因 

此 V 的维数是1,所以尺是域，于是定理成立. 

最后，介绍阿丁环的两个重要性质. 

定理11本原阿丁环是单环. 

证明假如本原环及满足极小条件，如果我们能够证明 

及 H 

是/ " 的有穷维向量空间，那么定理就告成立.诬明用反证法. 
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假定 S 中有无穷个线性无关的元 = …，因为及中所 
有零化 ，三 的元形成只的左理想由定理 4 山 7 ^，吊乂 
于是及的左理想列 

有无穷项，这与 A 满足极小条件的假设不合 . 因此 F 空间 S 是有 
穷维的 . 于是定理成立 . 

由 § S. 5 定理 13, 我们容易得知阿丁单环又是本原环，因此， 
在阿丁环中，单环与本原环是一致的 . 

由 § & 6 定理 2, 我们得知半单环是本原环的次直和，假如环 
又是阿丁环，那么它就是 S 8. 3 的定理 5, 下面另予直接证明 . 

定理 12 阿丁半单环是有穷个单环的直和 . 

证明假定及是半单环，它与本原环(只 一 的次直和同构 , 

这里况 0 = 1, 2 ,… ） 是及 的理想 . 因为及又满足极小条件，所以 

只有有穷项，但门况 = 0, 因此我们有有穷个况 t 譬如叫， … ，凡， 

使 A 况 = 0, 而蚪 =0 况卢 0. 再由定理 11 ，本原环 i? 一况是单环， 

/ =] 

所以况是及的极大理想 , 于是 (m ， m ) 二見 因为 
= 0, 所以又因为 M 二尺一 JV, ， 所以 M 是单环.我们 

命 &=6 况 ，* = 1 ，， . ， 〜于是风 +&. 如果我们能 

bV< 1 

够证明，对于任意，因为^ = 0,我们就得到 
及+… + A /,, 即及是有穷个单环 M 的直和，于是定理成立 - 
因为&笫凡 +1 ，而凡 +1 是只的极大理想，所以沢=(&， 
D . 于是由第二同构定理 （ § & 2), 

及一 W*+i = (5| 1) — N k 七 i 

—S},^ (5* f 

所以 &1& +1 是单环 . 因此 & +1 是 A 的极大理想.再因为 

抓 +1 郎 + ” 外 

所以 (^*+1 ，财 t+i) ，又因为 *5*~^["1 财 *+1 二 0 ,所以 
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因此定理成立. 

于是，贾柯勃逊根基是幂零根基最好的推广，得到的关于单环 
构造的密度定理也是魏特邦-阿丁第二构造定理最好的推广.半单 
环的构造定理也是魏特邦-阿丁第一构造定理最好的推广，其中引 
为不足的是本原环远不及单环简单. 1947 年布朗 (B. Brown) 及麦 
珂把贾柯勃逊根基槪念推广，建立了另一个根基槪念，叫做布朗- 
麦珂根基 [22] ,假如环只的布朗一麦珂根基是那么 K = 一 G 是 
有单位元的单环的次直和.这结果与魏特邦-阿丁第 一构造 定理更 
为接近，但布朗-麦珂根基较贾柯勃逊根基复杂，不及贾柯勃逊根 
基自然，这是布朗-麦珂根基不足之处. 

习题 8* 7 

h 假定 F 是体尺的向鷇空间 A 是 F 的所有线性变換形成的环，那么 
尺是V的稱密环， 

2. 假定 G 是由形成的加群，这里是实数域, 

= (0，l)，T 是 G 的自同态. 

Ta = a u a+a lz p t Tfi — a n a-^a 2 z^f 

试证 G 的自同态环与全矩阵环&同构, T— f" 11 是它的同构 映射. 

3 . 本原环是质环 

4- 本原环的中心是整环 - 

5 - 悝定只是本原环，1 = 是极小左理想4是体 F 的向*空间V的 
稠密环，试证 eV 关于 F 的维数是 1. 
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习题答案 

习題中瞭个别认为较闻单的外，都给出解签 t 但解答非常简略，只作为解 
趙思路，供读者参考校核而已. 

习题 L 1 

1. 任意两个集都有交集与并集. 

2. A\JB^B,Ar\B = A, 

元集有 C : 个，空集1个，共有子集 

C + ㈡ + …十 <^=(1 + 1 >" = 2 ' 

习 S 1.2 

2* 这时整数集分为5类3 

3. 如果 r 有逆 r _ N 那么 tr ^ r ^ 1 , 再假如 Tr (^ r 1 ) = y 1 = 3 ^，如果 
力，那么町(幻）即 a = 于是 r 是可逆的，所以有逆. 

5 - 假如不存在使 a 〜6的 S 那么就不能成立 ■ 

习题 2.1 

1- 没有单位元，所以不成群； 又因为 (2 ♦ 3)4 式 2(3 * 4)，所以结合律也 
不成立 - 

2. 成为群，群表为 
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这里叫。1 

3. 群表为 




1 0 

I 0 -1, 





a b 
a a b 


c d 
c d 


b 

c 

d 


€ 



bade 
c e a f 

d f b e 

e c f a 

/deb 




^ 空集是单位元， A 的逆是 4 自身， 

5_ s 2 — (ae)(bc) ， f 2 = (acb)fSt^ {cudcb) 

t$= iacbde) 山厂 1 = (abed) = iabe) icd). 


6- 


1 

1 

2 

3 

4 

w 

6 



_ 

1 ! 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

这里 i = 

(1) X 12), 

2 

2 

1 

e 

5 

4 

3 

3=^ C 13),4^(23), 

3 

3 

5 

l 

6 

2 

4 

5 = 

C 123),6= C 132). 

4 

• 

1 

♦ 

4 

6 

5 

1 

3 

2 

即 &={1，5,5 2 ( = $)，4， 

5 

i 5 

3 

4 

2 

6 

1 

5 ^ 

4 C = 2),5 2 • 4( = 3)} 

6 

6 

4 

2 

% 

1 

5 




7* 因为 

8，由 得 6 a 6 = a t 因此 

9 . 因为 G 是非交換群，所以其中存在， 办的元 0 ，命那么 

ab=ba. 

10- 由 uj ：- b ^ G 中有解及消去律得知^是可逆映射.再因为 ^ o b ( g ) 

=^。（办互）=以^ = <^(发），所以 0^ = 0^. 

11.由 3 W (6/ c )=^ c 办 ，因此我们有，命 ， 

又命 a = ^ y ， y 】= z , c 戈）得 

结合律 (( xy ) y ^ l )( yz )=^ x ( yx ). 
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习题 2.2 

2- 2-(100?=(1)*(2),(4),(5),(10),(20),(25),(50),(100) = (0), 

1假定，的阶数是々，即一那么因此 

互质，所以电（， A 、 = 〜所以 

因此， 

4. 设乘积以的阶数是 r + 因为，所以 ( Mr " = l T 因此 
再因为 1,( 劢所以如果 ( m ，„) = l , 那么 
« | r，w | r ， 因此 mnjr ， 所以 r = m ， a _ 

又假 如所； 户 X 3 .只二 P ^' Pp P 产， ,1為^" fi ^ S 2 r T 于是 yt 

但 〆 ，的 阶为斤 的阶为 M ， 所以， W ] …的 

阶为+ 

5 - 假如， =1# = 1， 如果 蚪… 那 么^^ 的最小公倍？ >历， 于是 G 中 
有阶为 g 的元，这与假设不合. 

S + 因为 任意排 列可以写成循环排列的乘积，并且 

(12 …: rj) = (InKln — 1) … （ 12) ， (/>) = (IOC IpClr). 

9- 因为 （ l ))( li )= a 0),( l ，7) = (12 p z (]2 O (12 j ). 

10. 假定—仏祀召一儿如果儿那么 〆 
托儿此与假设不合，因此■儿同样■所以』 UB 不成群， 

H - 设 n 是奇数4是 G 中任异于 f 的元，那么 d 的阶数是奇数 n 的因 
数，因此也是奇数，设为以一1，即所以因此 A 是？的平方. 
假如”是俱数，那么 G 中除 f 外有奇数个元，因此至少有一个元它的逆就是 
它 自身. 于是在群表的对角线上 e 至少出现2次，所以有某元 y 不出现，因此 
y 不是某元的平方. 


习题 2.3 

时， Gz) 的元数是 G 的元数的因数，因此 G=h). 

2. 对于任一不在//中的 J ^ U «//， G =// U // a r 所以产 f / a + 

3, …， h = m ： uw ： u …时，如果 a .v：ru A ^：#o, 那 
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么 a 也»于是4 厂 1 所以因此心即 i = h，j = 

人或 1尺1 . \ G ^ K \^\ G \^\ H \ * K ； : H \^ | K | ♦ \H ^ K \ * \G * H \. 

4. 假定于是 G = // OHU … U〆 -1 从所以 （G : H ) 

5. 当 aH . bH = abH 时,，因此 

6. 因为叫从 jcuH ^ ra ^ ez / nA ：. 

10- = 彳士 1}, G 3 = G ， G ‘={1}, 

11- 次的子群中 2 元的有 3 个： 

<(1)，（12)(34)} = ((12 K 34>)， 

{(1)，（13)(24)} = ((13 K 24)), 

{ Q ), CU )<23)} = C ( H )<23 ))i 

3 元的有 4 个： 

U 123))=((132))， CC 124))-{(142)), 

((134)) = ((143))，（（234)=((243))* 

4 元的只有 1个： 

i ?、= {(1)，（12)(34)，（13)(24)，（ U )(23>}. 

它没有 6 元子群，只有是正规子群. 

1 L 因为又 A /私 是交换群，所以 DG 4*) G 艮.但4只有艮是 
正规子群，其它子群郝不是正规子群，所以 DU *) = 艮. 

13 - 假如时，有适当的 f 使 ^― 1 。〉关 j ， 那么 的中心就 
是单位元群-，显然 

14- 假设，//乒单位元群，那么 

Ci > H 不包含竒排列（12>，（13)， （ U )， （23)，<24),(34).(1234)，（1243)， 
(132 4 ),(1342),(1 4 23>,(1 43 2).这是因为如果//包含（1£),那么它也包含 
(23)(12)(23) = (13)，（£4〕（12)(24)=(〗4)，于是// = \. 又如果 // 包含 

(1之 34) ，那么它也包含（12)(1 234 )(1 2) = (1 3 42).同样它又包含其余4个 
(1243),(1324),(1423),0432), 子是它包含（12 3 4)(1243> 2 = (24) ,再加上 
单位元 M 最 少包含 U 个元,因此 N = S ,. 

Cii ) M 不包含俱样列 （123), (132) ,(124)，（142>, (134)， （ U 3)，（234) t 
(料3).这是因为如果 // 包含（123>，它也包含（ 34 )(12 3 >(从）=(124)，因此 

Ciii ) 只=丨（])，（12)(34〕，（】3)(2+),(14)(23)}，这是因为由§2,£^® 
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两个对换的积的共轭仍为两个对換的积，但&中两个对换的积只有上面 
三个，因此 

15 . 假如因为，所以 // nA = 土或//门九 
=单位元群.从前者言，/ 戌. 从后者言，//所包含的元除单位元外都是奇 
排列 T 并且它们的平方又都是单位元.再这些奇样列用不网文字的循环排列 
的乘积表示时又都是对换的乘积，因为不如此，它的平方就不是单位元.又 
//不含两个奇排列，因为两个这样奇排列的乘积是单位元，于是它们互逆, 
因此它们就相等.假如 s = …是 H 所含的竒捭列，命八式)，那么 
扣-_ = 〕 … e //，这不可，所以 " 是单位元群. 

习题 2.4 

1- 因为 G 是交换群，所以除恒等同构外没有内同构■外同构有五 

( be ) , ( ca ) , ( abc ) , ( acb ). 由群表得知 add 中任意二元的乘积等于第三元， 
所以上面5个单射都是同构. 

2- n 元群如果它的中心是单位元群，那么它有„个互异的内同构，因为 
S 3 的中心是单位元群，所以它有六个内同构. 

再因为 （123); (12)(23)， <132) = (13)(32) .所以 * S 3 是由（12>八13)， 
( 23 >生成的群+因此 S 3 的任一自同构把 (12)313),(£3) 互換 T 两个不同的自 
同构有不同的互换，于是 A 最多只能有六个自同构，所以它没有外同构. 

. M 0 l i 1 f 0 1 

3. 因为命士 l=±j t ir = ± » dbj = dz ( ，士 A = 

\ 0 1 \ 0 一 i} \ — 1 Oj 

士 (° 时 ， S 2. 3 习 ® 8 中各关系成立. 

\ j 0/ 3 

4 . 因为 z / nx 是 g 的子群， // nxgjc ， 所以 HfiA ： 是 k 的子群.再如 
果尺，托尺，薄么、只，所以知 irw ^ nK . 

5. 因为兩-.所以 WA ， 因此#厂 1 e /：. 

6. 假如有穷群 G 是它的子群 H 的所有共轭子群的并集,薄么//的共 
轭子群的个数是1，因此 H = G . 这是因为，如果 K 的共轭子群的个数大子1， 
因为子群的单位元都相 R ， 所以 G 的元数就小于//的元数与它的共轭子群 
的个数的乘积，因此 H 在 G 的指标就小于尺的共轭子群的个数*这显然是 
矛盾. 

7. 由群方程 = …，得知 


3 S 7 
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8. 假如 G 的中心 Z 的元数是 h 命 a 是 G 中不在 Z 中的元，那么 G 中所 
有与 a 能够交换的元形成的群就是 G. 因此 “62，这与假设不合. 

9 - 假定如果4=^，那么6 _1 似 = ^^—〜因为0的中心 
是单位元群 t 所以厂于是 a = & 

10- 假如 （ 是中心 Z 中 任一元 ，发 是<； 中 任一元 ，如果 ， 〆 一 Jf， 因为 

所以V二〆贫于是〆再 

™ C^J：) -1 (^) _1 ^(1)^(^) = [(7(^) t (rCy)]. 

11 ■由及是 Z 的自同构，得仏如果 仏命夕 
e 召但 €4刀）/的象源是 6 ,显然所 以厂] 把夕 — 心这与五是特征子 
群的假设不合.于是 ^ B )= B . 因此^又是 B 的自同构，所以 ^ C ^)^ C . 

12,因为厂 1 K //， 所以即耷//厂 1 ^//. 

35. 设6=(]4^<}，如果<7不是循环群，那么^-^ = /;1，因此 £ ^ 
= c*bc = atc<i = b t 即 G 是克莱茵4元群. 

设&元群 G 不是循环群^那么 G 中元的阶不是 Z 便是3,我们容易验 
证 G 中元的阶不能都是 L 因此 C ； 中必有阶为3的元，设都在 G 
中，再设6是 G 中其它任一元，那么1 ，£i 是互异的6个元 t 因此 

这 就是& 即 （; = &■ 

n ■设 g 是 s 元非交换群，其中元不能全部都是阶数为£的元，也没有 
阶数为 S 的元，因此 G 有阶数为4的元，设 d = l, 所以 UK1G.G 二 G/U) = 
(t),& 3 € (^).于是 G^<a，W， 其中“‘1泌 ( a )， m 为办 的阶不能为 
8,所以 V=1 或^ ^a 2 . 于是 G=(aJ> 其中 一 =14 2 = 1，6-\^ = ^ 或其中 V 
= Ub ^ a ^ b^ab = a \ 前者是二面体群,后者是四元数群. 

18. 因为 A = ^^U(12)4 4 = //U(123)//U(1^)//U(U2>HU C12»/ 
11(23)//11(13)//11(14)//，而（123)，（132)，（142)，（12)，（23)，（13)，（24)中 
只有( 23 )能够与"交换，所以//的正规化子 K = //U(23)// T 再因为 & = K 
U C1Z 3) KU (132)/：U (〖 42) K ■于是它的共轭子群是 

//= {<1),(2343,(243)}, (123 )H<132) - {(1),(143),034)}, 

<132)//(123)={ 0),(124),042)}, 

(142>//0 24) = {(1),(132),(123)}. 

引用§ 2. 2的计算，得知（12)，（34)互为共轭，（13)(24>，（14)(23)互 

为共辄“ 〗324) 与（1+£ 3) 互为共轭， （IWU 4 ) 自己共轭， 因此札 的中心为 
KI)，（I2)(34))， 正规子群有 
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{(1) ，（ 12) ，（ 34) ，（ 12K34)}, 
{<l)tU2)(34), 03X24),(14)(23)}, 


((U23>)-CC1324))^Ul>.n2)C34),(1423J,a324)}. 
20 ■乂的 3 元子群 4 个： 

U ,(234),(243)} tU »(341) tC 314)}, 


{l,C412),C421)K{KC123) f (I32)f 

它们彼此共轭， 8 元子群 3 个： 

B B ,(13>^ a 3), Cl 4)£ 8 ( H ) 


它们也显然共铕. 


习題 2.5 

1- 因为& = /^11(12>凡，>1 4 =艮11<123)及1((132)氏，所以 S a = B,\J 
a 2) if , UC 13^ UC 23) B 4 UaZ 3)^4 U <132)^. 因此 

&/ 氏兰 Kl )，（ m ，（13),(23)*(123)， C 132)}. 

3-假定 A (貧 ）= a 尽 £ l _1 ，如果，那么 aga ~^ = 发 ，即 叩=供 ，所以 aG 
A 因此闻态核是乙 

5 -假定 G 〜 GS 同 态核是 是的子群》//是#在 G 的完全象痗， 

于是 

6 . 假定 G/Z=G)， 那么 G=UiZ， 因此乂2中任意元能眵与沪 Z 中任 
意元交换，所以 G 是交换群. 

ft. 设 a，“+，a 是个元，因为是局部有穷,所以由 &，..-， 
^生成的子群是有穷的.设为彳匕，… ‘i+y ，因为心」=二，所以 
= u tj a t , Uij ^ N * 因此4£^^ =〜山々=1/， 7 叫£1*，一般 = 于是由 
A， …，〜 生成的子群其元数不大于由〜生成的 W 的子群的元数与的乘 
积，因此是有穷群- 

9. 是逆同构映射 ■ 



1- 分配律不成立. 

2 + 成环，（1，1)是单位元，（0,0)是零元，（〜(^，（(^約都是零因子 〆 〜*) 
的逆元是 W 1 )* 
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4 - ( a ^ b ) U ^ e )=( a ^ b ) e^{a + b ) e=(a + b )^( a ^ b ) 

= a+(6+U + M) 

= a ( e J re )^\ m d (€-^ e ) == Ca + < a )+ ih ^ b ) 

=a + (a+ (办 + 办 ）） 

所以 6+Oz+^ = a + (6 + 6)jP(6 + a ) + fr=( a + fr)+^ 

因此 a+6 — 

6. 假如 ab—(},fr^O 时 * 如果有，因为 aaR l -\-ab=a{aJ l -\-b) =6 所以 
又是《的右逆 . 

7. 设 = 〜那么 — a"__ 4l ) = 0, 因为 a 不是零因子，所以 

“ =f M+1 . 再因为 h = + 所以（办一 = 于是办；因此 

f - •是 单位元，由 a _ /〜-所以 a 是可逆元. 

8- 因为 (r—reV = 0. 

9 . 假定瓦/是，行）列的元是1，其余元都是0的方阵，因为（&)£」,= 


五 〆 〜） . 所以 丨 : : 

. :: 

( a ^) = diag(a ^)- 

] 0* 假如 a z — a^r^ R , 因为 (ara _ ar) z = 0 ,所以 ara = ar. 同样 arcz = ra T 
于是 ar = r<a, 

11 .由 4^ 2 = h ， 我们有 2 a = 0, 即 u =— 又由 得幼 +& 
= 0 ，所以 = 6a. 


v.h ，于是 <2 k , = <2 ji = 0 r a „ = = a» Hitt 


习题 3.2 


l.Z — （2). 

2 - 譬如 U 都是 2 — <6) 的零因子. 

3- 因为适当取（北一扣 一 t：) —A) Gje + h + d 十以）= ia 2 -\~ b l c l d 2 )e 
中的复数可使 y + V+^+/ = 0, 所以这时 ue ^- b^cj + dk 是右芩 
因子. 

4 . 因为是有穷群，由消去律即得 i 

6 . 辑为 t = ab — da 的实数部分为零，设 Pfr/+d+ 说，显然（一 W — 0 — 
dk^ibi + cj + d ^^ b ^ c ^ d ^^- tt ^- t 1 是实数. 
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习题 3.3 


1_因为 K 是加群，/?〜 S， 所以 S 也是加群 •再 S 中结合律，分配律可以 
与§ 2. 5定理1的证明类似证明.所以 S 成环.又因为乘群的同态象仍然是 
乘群，所以当犮是体时 J 也是体. 

3* 如果同构 T 那么 0 -^ e . 设 d —— h 于是 2 a ~^ e . 所以2^ = 0,因此 2^=0. 
再设那么，因为 P =>= ( 办一 《)(々+e) = 0, 所以，即 f — e 此不 
可. 


4. 因为有理数显然变为自身 * 如果>，由 — l 得 /== — 因此厂 
二/ ，所以 i = j 或^ = —即 i—i 或 ——L 

5 , 假如1〜，那么 2 —2 a ， 如果^ L 由 1 — 汾得 d = 幼即* =号*也就 
是说 t 当 1 —u 


6_因为 e — 





； 


-1 




即 


ae^hdi^cj-hdi 



a^bi 
— r -| di 


c^-dt 
a — bi 


是同构映射，所以它们成为体. 1 

9 - 假定环 i?，s 的加群分别是由 u 生成的 n 阶循环群，并且2=以， y 
=^：v， 我们不难证明^-"是只到 s 的同构，其必要充分条件是 < r ， ff )=l,W 
三 Hmodn )， 也就是阶循环环不同型的个数等于 n 的正 
约数的个数 rh). 

10. 假定及的单位元 d 看成加群中元>的阶数是讲，那么 i ^ Z — 
因此两环同构，假如 e 的阶数? I ， l < n < m , 那么设 f 是； ^的 
质约数，那么在及中最少有一元 a 使户 d = 0, 因为 mi = ne * a = 0 * a ^ O , 所以 
/>1 "，于是，这与假设矛盾. 


■习题 3.4 

1 -有理数域包含这整环，而有理数域没有异于自身的子体，所以它的分 
式域就是有理数域. 

s. C0，:n 是单位元，所有形如(^0>的元成为与/?同构的环，所有形如 
的元成为与 Z 同构的环. 
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习 S 3-5 

h 当穴是无零因子环时，执次多项式与》次多項式的乘积就是 m+rt 次 


多项式. 

2- 因为中次数大于零的多项式 / U) 不可能有逆元， 


4-g(x) = 









习通 3*6 


1. 所有 形如化 的整数在整数环中形成丰理想 Uh 但在偁数环中组成 
的不是主理想 (4) 而是 (8h 

4- 因为& = L 即 hi 分别是及=及一 W 的左、右单位元，所以 
是及 的单位元. 

4 

5，在 ZDt] 中，假如 〈r，2> = (/( jO )， 薄么 1 =广/(1)，2=^/(:*:〉，于是 
/(工）= 2,因此 

7. 因 C^ 2 + 1 -\- a-^r bx tjii ) ^a + b 工 t 所以 a ~\- di ^ a-\-b x 

是它们的同构映射. 

8. 因为 S 〜 y 的同态核 M&S， 又 JWGAN 所以 

s. 假定 z 是(〆 >中非零理想，那么 a 矣 0(〆〕 ， 但 ( a ，，）= 
，所以 ^ = 分"，因此 p l — r a + sp M = r a ^ A . 

10. 假定 Ji 中所有形如 ra"，re/2, 的元组成的理想是 A,， 因为叉 !， 
j 4 2 , ……中必有相同的，命=儿，)7?<〜那么 £«" 二 ra"， 于是6 = 
a(ra" _jn_1 ) ， 因此^1工=占在/?中有解. 

11- 假定及有单位元1，那么中心 Z 关0■命 ceA 因为 / ic 是及的理想， 
并且办#0»所以 JSc = / t * 因此 c f c = 1即 〆 = c _1 . 又因为 〆 r = [ T r * 1 —cV • 
cc * = c ! c * re * = rc 、 所以 〆 € Z * 

再假如及的中心 Z /0. 命因为如果办 = 0 T 那么 G：) 就是 
尺中异于枣的理想，于是( 6 > =穴这与及不是幂零环的假设不合，所以也= 

I 

及，因此 ec = ce—c ^ 如果那么 eb = ere = ecr=cr = b ^ 所以 f 是及的单位 
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元， 

设 N 是的非零理想，因为 R 是单环，所以 

/ a = iRLNR ) L 工 { RL ) N ( RL }^ N . 

因此即 iSL 是单环.再假如 RL 有单位元 g 那么对任意 re 及由V 
就有 re = r . 因此这与 L 是 R 的真理想的假设矛盾，所 
以没有单位元 ■ 

]3.假定見# =及，设0另/I是 J? 的理想， j：ed， 那么 

R = HrR^A 

所以/!=扒因此及是单环.反过来,假如穴是单环 t 

A — \ ^ R jRa ： R ^ 0} 

是穴的理想，如果 A =/ e ， 那么圯 = o , 这与穴非幂芩的假设矛盾 . 所以 a = o . 
于是欠爹0时办犮#0,因此 RxR = R , 

14. 假定是1+文的左逆元，即 r ( l + 工）= 1,所以 r = l—n 
€ 1+厶，因此有―使 rV = 1 * 于是1十工 = rVCl 十 I )= 〆 ，即 （1 +j:)r = rV= 1- 
所以 r 又是 1+r 的右逆元. 

15. 悝定0〆 ^是的理想，显然 RNR 是 R 的理想并且只厂及乒0.因 
此犮于是 

MZ ( eRe ) N ( eR ^)= e { RNR)e = eRe 
所以即是单环. 

16.1) 因为 iiai = a，if = Ja, 显然〆； f, 再因为 所以 Ra f a ^ 

_ 

如，即办，又办[及，所以見即心 Q 心，因此办=办- 
2) 设 = 尺 AS 历 V + 及 C 办一&)，于是 

Ra ^ Rb ^ R € + R (, b-M 

设及仆一 W = 这里尸=/，并且 >=0,设貧=/— A 由计算得 

fg = f ^ gf ^ g > g ^ g ^ g^ge = Q , 

又因 为代只 /，/ e ^， 所以幻于是 

Ra + Rb ^ Re ^ Rf = Re ^ Rg , 

因为 re ^- r ! g ^ + Or+g) T 所以 U 十片），反过来显然成立， 
所以 Re+Rg = R ( e ^ g ). 这里 e ^ g 是幂等元_ 


习理 3-7 


1_ (6) * (3) = (2),(6) * <5) = (6),(3) * (9>=兄 
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3. ( i )— : BC={A t B) i C=A * C=A. ( iii >—( ii ), 因为万 CGB 
f | C . 所以 A : <Bf]O^A ^ 因此 A : iBf\C) = A. ( ii )—( i )， 因为 B 

flCQB ，所以 4 * B^A * 因此 A * B = A. 

5 - 因为（山 B) = i?，01，C) 亡 /?，所以 R ^{ A f BUA , C )-={ A \ AC \ BA , 
BC)GU，BC)， 所以04,汉：）=兄 

6- 因为(儿方）=只时， = 再因为(九方）=/?，（4,0=/?时 t 

= 所以 ABC = Af]BC = Af]Bf]C. 

习题 3.8 

1- 因为所以 ( T ) 是极大理想. 

2- 因为 Z |>]— (文)上2,所以( I )是质理想，又因为 Z (:^)—<2 ,:^bZ — 
〔2)，所以(2， J ：>是极大理想■ 

3. 假定 (a + */ )(c+di) = 0(3)， 那么 （V+ 夕 Kc 2 + rf 2 ) 兰0(3)，但当 a 2 + 
夕三0( 3 )时 a 三0, 6 三 C， 因为 a 吴0时 a 2 三1.所以<3)是质理想. 

又因为 2=(1—/)(1+0狂0(1+1),1—1;(1+/)< — 0三0(1 + 0，所以 0 
+ 况^! + £^0或 h 于是 ZDQ—(l+/) = HBiZ— (2)，因此 （1+/) 是极大 
理想. 

5-因为所以尸 C 儿命户€尸，是尺中任一元，因为 
，所以 ra * p — a * 因此 尸. 

6. 假定 N 是 及 的极大理想，如果 A 疰那么 (#，>0 =尺，（/^ 
B ) = / t ， 于是（~,4)<~，方）=<~，4石）=/；，所以45盂兄 

8 -假定尸是质环，那么（/^/0(/?敁>&/%因此 尸或 
勒及。尸，如果及 ai ? GPt 设 v 4 = ( a )= \ra + as -\- lui^rui + na ) , 我们容易换证 
A 3 & R ^， 因此所以 A 尸，反过来，假如儿设 
尸，因为对于任意托由充分条件好 P . 所以 BSP 即 P 是质环. 

^必要条件由定理1的充分条件证法即得 • 充分条件用定理1的必要 
条件的证法 T 其中以^形成的理想/ I 代替因为.所以 V 吴 0( jV ), 
于是 JVC (儿 AO , 因此 M ， AO =^ 

10- 假定 R 的单位元是6显然的真理想不包含〜在及的所有真理想 
集合中，我们有… CA ^ C ： …，那么它们的并集不包含 G 因此它就 
是所求的极大理想. 
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习题 3.9 


h 因为 Z-(19) 成体，所以仏妄]7(〗9)有赛显然是它的赛 


1, 假如 Q + 6 = 3 或 2+V^， 那么 


于是 


(d ? + 56 2 Kt、 s + = 9 ， 

a 2 斗 56 2 = 3 fa 2 + 5^ z = 9 

t_ 2 + 5<f 2 = 3 或 \c 2 + 5d l ^= 1 


前者不可能，后者因此 c+d 〜 = l 是单位元 + 

3^因为与 <3互质时，&也与。力:质_又当6与^ •§: 质时 ， nz + d — h 
于是丨 J +5 ，所以 I i=L 

4-假定对于 a — a -\- hi ^ a ( a )= a 2 十炉. 芦 = c： + i^ T 适当取 a — d ^ 中的3 

使 但 


c { a —3^) — 0 


a 




-d 


) 


o { p)a 


a 


^ P 


s 


因此取适合 4 7 — N<1 的 3 即可.因为 


{a+bi){c — di) _ac+bd + hc_ad 


c 2 ^ 


c ^ d 2 p c ? + d 2 


如果汐 =«+k， 那么 




S 


( 


ac+bd 

a z - hd 2 


u 


be — ad 


取适合 


ac+bd 

< 1 

be 一 ad 

t s + ^ u 

5t ， 

c^d z V 




a 


的整数 It 即得… -o-—^ < 7 +^- 


6 -假定 / C：r) = 2a_jt T ，g*(：t) 專26^，/(1)容0) = 2(：；^，(：4= 2 <*先因为 

t 十 I -*) 

七 没有公因数弋也没有公因数，命&中第一个不能用质数/>整除的是办，匕 
中第一个不能用 P 整除的是I 于是就不能用 f 整除，所以 o 没有公因 
数. 


习题 3* 10 

1- 在及中只有-个零点 T. 

习题 4.2 

2. 因为环的中心是环，所以 F 的代数的中心 Z 是环，再假如 
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厂，显然 au ^：2. 

4. 因为及是单环，所以它的中心 Z 是域，于是对于中任意正则元心 
我们有 

a"+fia*^ l + \-c H -ja-^c,,^0,c r €： Z 

因为 a 不是零因子，所以我们可以假定^#0,因此 

+ >0+^°=0» 

即 <— + + ） } a ^ e , 

所以 a 是可逆元. 

5•设 《w=ru, 如果 r=0, 那么 (<iwKtw) = flAwa = 0, 这时 h 是穿代数，当 
然是结合代数，如果 r/0, 那么 

uiuuy^u * ru = ru l = r % ut {uu)u = ru * u=^r 2 u 

所以 u { uu ) = 因此 A 是结合代数，这时是它的单 位元. 

习题 5*2 

1. 因为质域是所有子体的交集 * 所以它在中心里面- 
2- 2=(1 —! >(1+0 这0(1+1)，所以特征数是2, 

4-假定 P 是 K 的质域 t 因为〆一I在X中的零点不多于户个，而户中 
P 个元都是它的零点，所以尺=尸. 

5. 因为 2(1=(2^)2 = 40 2 = 4£1, 所以 2^1 = 0* 又因为 a + 6= (d+i)=a z +a5 

+ ta + y = a+d+6a+6 , 所以 = 于是 ab-^2bn = ba,&f ab=ba. 

6 - 设 a 为 X 中任意元,取: ret 由(“+上>，=? + /，得 

a A_ V+ Tt ' + — 

如果扣垆0,上式就 是工的，一1 次多項式，它在尺中最多有 p — 1个互异的 
零，这显然是矛盾. 

习埋 5.3 

1 1 一70+2〆 = 3a- 13 _ (3fl — 13)(ff — 3) 

^ + _ -4( fl -2 j =35： -4(fl -2)( tf -3) 

= ^(-7 o +18). 

4 


—1 + V 2 
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3. 因为/适合既约多项式: r 2 + l , 所以 FCi >= F |>] — (〆 + ])• 

4. 因为 ^=~ ^2 ' 所以 F ( a ) = FG ) T 即 F 00 是复数域, 

5. = — F (^) = , FCff ) > 3：^ —{z — aY . 

6. 因为 FDO 〜尸 !>]，/( a ) = 0, 所以 f ( x )= 0 { p ( x)) r 

7. 因为士 HO ]， 所以 +=/00,即 = 

习题 S .4 

1 . 假如 s 是体沢， 〆 十…"- 1 .…义因为及是无零 
因子环，可以假定&乒0,于是 

所以厂 1 €尺，自此及成体.再假如/!是体，0关托心于是 (* _1 r +^ 
(6-】〕~_ 1 +… + a = o , 沁 es ， 即 

&-■ = 一⑷ +#+… 

所以 *5 成体. 

2. 假如=171+71 j sJ ~ a ，那么 ^ = m 2 + n ¥ a + 2 wrn ^ sj~a t 首先 mn 2 = 

心因为 不如此 4 不是整数■再 《 乒0,因为不如此 4 有相网的质因数.于是 m 
= 0 T 因此 b — r ^ a . 假定 《 = 那么 s z b = r 2 a , 于是 r ! | a ， 所以 r = ±1 — 

士 1 ，因此 b = a . 


习题 S.S 


h 因为工 3 -：r 2 -：r —2 =( 工 一2K?~Kr+1)， 所以分裂域是 QCV^). 

2-因为^ + 4^ + 2 = (/ + 2 — ^/1^<工 2 + 2 + \厂5 ) ，所以它的零点是 


土 


2 + 〜^1_,又因为 ^ K ^ Q {^ 2 - J ~ 2 n 


V2 + VJ 


^Ti 


V2 - VT / 


eK . 


3- 因为 (Fh) * 尸)= 2,所以 《 满足的既约多项式 / Or ) 的次数是2,因此 
fu ) 是 /u> 的分裂域. 

5 -因为尺 中任意元是在添加有穷个多项式的零点于 F 的域中. 


习 皤答案 
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6* 因为3次多項式 /(， r )= Cr — 的判别式 

{ ( ff x — fl z ) (flfi — a 3 ) ( a ； — a 3 )} z > 0 

时 3 个不同的实根，又因为 

G ： —— Cfl 2 + ff 3) J +¥ j 6<3( ai > Dt]r 

■ 

所以 ff i + «3 itiz^at — — tr s )^ Q(flj ), 

假如 6 Q ， 那么 a 2 — ff 3 = /( a ■ —因此 

，所以/<7>是卩的正规式. 

假如 a 2 t a 3 G ） ，那么= ( or ) — ff 2 ) C^i — a 3 ) ( ff z — ^ 3 ) = £[^<3(^1 ) t 
如果那么 ( QU ) : Q ) = 2, 这与 ( Qh ) * Q ) = 3 的性质矛盾.所以冗 
<3,即 D 是有理数的平方， 


习理 5.6 

L 因为尸(怎），所以 y ^ — ^ = iy - x \ y 在芦 Ot )[： y ] 中是既约的. 

3 - 两个可离元的乘积是可离元 ，一 个可离元与一个不可离元的乘积是 
不可离元,两个不可离元的乘积或是可离元或是不可离元. 

4, 假如 F 是完全域，因为 〆 一 (jr — aiy 有重零点，所以它在 F [ j ：] 
中不是既约的.于是 nieFM ，即《士6厂反过来，假如尸中任意元的户 
乘根都在 f 中，因为 V 的任意多项式 

都不是既约的，所以尸|>]中的既约多项式郝是可离多项式 • 

假如尺是完全域 f 的代数域 ，尺 的代数元《适合既约多项式 /&)= 
显然 〆 是既约多项式貧(文)二 Sa / V 的零点，于是 FOO = F ( an - 所以 a 

即0^€^^0!)，因此尺是完全域. 

再假如 K 是不完全域尸的”次扩张域以〗，…， h 是 尺关于 F 的底，显 
然…， W 是尺， 关千 KP 的底,于是 (K t F ^ iK ^ t 如果尺=尺％那 

么 F = 这与 F 是不完全域的假设不合.因此尺二)尺' 所以尺是不完全域. 

6. 假定尺中元*的指数是 A ， 因为/一/ =(尤一 0 产在 F [ j ；] 中是既约 
的，所 以尺是 F 的正规域.又假定是 K 关于 F 的同值映射，因为 

h 所以 d — eF ， 于是'因此 a = ，所以 K 关于尸的同值映射是恒 
等映射. 

7 - 因为 尺关于 F 的同值映射可以看成 L 关于 F 的同值映射的延长，而 


习埋答案 

K 是 L 的纯不可离域，纯不可离域的同值狭射只是不动映射，所以尺关于 F 
的同值映射只有 a : f ) 个. 

S. 因为尺关于尸的缩*次数是尺关于丨的互异同值映射的个数. 

10. 假定声是 FU) 中关于 F 的可离元，那么有(打芦 ） t /o 个关于 
F 的同值映射 * 把这些映射 g 长就得到关于 F 的同值映射.但这时 /f(<0 
关于 F 的同值映射，显然只有1个恒等映射. 因此/ ，即％所以 F 
M 是 F 的纯不可离域.再假如^ , aa 是 F 的纯不可离元，于是 F ( a ： 七)是 F 
的纯不可离域，由传递律得知 F < ai ，a 2 > 也是 f 的纯不可离域. 

习题 S .7 

1. v^y+^r* 

2- ^Tl +i 

3. CF(xi ,yi ) > F (: r，;y)) = 〆， 即 n = 〆， 但这时 A= 1. 

习题 5.8 

1* 因为 (户) 是元数为 A 的有穷域，所以对于任意《_0(/0,有 
1(/.). 

m 

2_ 因为 /Gr)= 1^文，，“ = 0_，所以/(^0 = 2^0^=(2^0^ = 0，即夕 

■ ■ 0 

是 /Or) 的？ 点. 同样〆V"，，都是 /U) 的零点 * 因为(八<0 t F) = m, 所以 

3 + 假定。 那么# = < r ， 即(产-1穴=〜所以是 o 的户次 
幂.于是由 §5. 6习埋4即得. 

4. 联如々1=^,；^=3 | ，那么(1* 11： ^ = ：^,于是(；1：—3；)，=0，所以 

5 . 设^的特征数为 t 因此 K 的元数为，. 

L ^{\- Yq ^ U ^ K } 

当 l + W = l + fl y 时， V = y, 所以: r = 士力即对于: T 及一 A 乙中只有一 
元. 又因为 z = 0 时，于是 L. 共有〗 + ^i = ^i 个元，同样，々= 

{-和”托幻也有$个元，两者都过I尺I的半数，因此二 no 乒0.于是 

有(：=1+时^=-^ 〆 ，所以1 +幻^+足/ = 0. 


6. 因为 A 次单位根得由 A 次本原单位根的乘幂而成. 

7. 假定 F 是 A ：= t ； F (3 s ) 的质域，因为 K 是 + 

十 1)(1 1 -1)1的分裂域，因为^ + 1;(/ — 1) 1 — ：1： 2 =(/+1—1>(怎 2 — ; 1 ：一 
1 > ，又 d+z— 1= Or — lP — 2= Cj ： —1 ) Z + 1 = 0 时， = 1 士 “这里 f 是 J： ! + I 
= 0的零点 ，同 样/一 f 1=0时 =一 1 土 f 所以尺={0, 士 1， 士 “土1 士 n . 
因为1+纟是尺中阶是8的元，所以尺的乘群= (1 + f ). 

习 0 5.9 

1. 假定 h ，…，〜是尺关于 i 的代数底…，％是 L 关于 F 的代数 
底，那么财二彳〜，…， h ， Vl ， …，关于 F 代数无关，这是因为如果 u] 与况 
—〜或巧与从一％关于 f 代数相关， | 然 Um …,关于 i 代数相关，这 
与俵设不合.再0为是尺关于 i 的代数底，所以尺是 …， 
«») 的代数域.又因为1是打^"〜)的代数域,所以乙(^”,《_)是打财) 
的代数域，因此尺是的代数域.于是尺中任意元关于尸与 M 代歎相 
关.所以 M 是 X 关于 F 的代数底. 

2- 因为 i J ' Cii » t /)3 FCii , i / ! + w ) IDi r C « 5 H - v 2 tr z + w ), 

3- f ( x ) 关于 F 的任一自同值是把 工变为 FU ) 的本原元 = 

一&尹 0. 

习題 6.1 

1. 因为同态把子群 H 变为于群好.假如 代只，-由 有 AA—AA' ， 
但从€//，所以说因此 fT* 带算子群. 

2. 嵌如0=00，妇=^*，//=(^")，那么 ^ z m = (^r = ( a m ) k ^ H . 

3+假定 A 是算子，因为正规子群的同态象仍然是正规子群，所以 W *, 
都是正规子群 * 因为&的正规于群只有戍，私，所以从 GA ， 沾 SB 4 , 
所以烏，私都是带算于群. 

4. 嵌定 A 是箅于，因为 

ACa^- l ^)=C^)- 1 CW l CiaKWeiXG) 

所以由换位子生成的子群是带算子群，即 ZKG ) 是带算子群. 

5. 因为 U ，0)—<0 w ) 时 Q ，0〕(6,0) 与(0，；!）（0，£0对应，但(七，0(*2,0) 
= ( Aifl ’0)，（ A ” A 2)(0 ttf ) = C 0 ， 义辦 ）* 所以(41，^1)(0,0)不与(\，心）（0，(1)对应 ♦ 
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习题 6.2 

1. 因为 Si = S^Bi ，而(1)，所以 5*/ 

2- 闶为 S 产 G * 九 ，所以 SJA h =G - AjA^G/Gf\A^G/H ； 

3. 由第三同构定理 wrtic/HfUbpanHvrgjc/r. 
5JU)2lZ—(jeMO ]- 九诨为 Z 〜 (/0 ,所以 Zl>] 〜 — （户 ）} 

!>]，假如3在 Z [ x ] 的完全象*是 A 那么 U — （ A )}。] — A 二 2 Dr ] — W ， 因 
此尸—见 


习题 6.3 

1.& 是交换群，的商群列的元数是2,3,所以都是可解群. 

2-因为都是可解群 t 所以它们有商群是交换群的正鴒群 
列& 3 G ,〕 … Z >^ = E ，// = // 0 DH 】〕 …〕//,=£.命 （；, 是 G , ■在 G 中的完 
全象两，那么 C = GcZM ^ rD …〕=// c //。〕//, D …]反 = 兄 

3 . 由第二同构定理， iJKAK 是可解群，又因为 K 是可解群，所以///：是 
可解群. 

^ S A 的所有合成群列为 A 〕 A 二^4二这里 


C , = {(1), (12)(34) }» C ?={ C 1；, (13)(24) } T 


C 、={(1),(14)(23)}. 

心无穷交换群的极大子群仍然是无穷群. 

9 ,因为是幕零群，所以 ( CJ / JV 产 = E , 即 G ( " tJV 但 W £ Z ( G ), 所 
以 i^ n = £：， 于是所以 G 是碁零群. 

1化因为 Q ( A / T ,*)〕 Q (^ yT >〕 Q < s/y )〕Q 是 的合成 

体列. 

习题 6.4 

1.由 « r+^=i 得 . ( yr , 因此 ( d ) 口 （ y > • c ^>. 再命此 on 
fl ( 〆） ，那么办= 〆=/，于是 ，即 sh ^ rk^mn — mrsj 因此， 4 ^ r(k 

+ j « s ) ，所以 r | A ， 因此办即<；100 (这 ’） = r 

3. 假如4=4，1说 3 }，£;^,*，^，那么 

AXB — ie ^ a ^ fbfabHa ^ f /^ tab 1 ^^}. 
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5- 假设昼然并且 GsJ /尺， 

6■因为 G = 所以尽= <36，于是5 = £^，因此0 =又万.再 U 都是 G 

的正规子群，抿如那么因此士=夂即 ] ns=i 
7* 因为 AXB 的长=4的长 + B 的长, G ^ GAf / 时/的长的长+ 
H 的长 * 

8. 假定 f €2， f= fll + m + 屯，叫 €足, 对于私 中任一元 n ， 因为足及10, 
* : ?^，所以4=而厂4—.+£^=41^，于是 ( 3上2;，因此2是的和，再 
因为及是尽，…，艮的直和，所以 （=〜 + 〜+〜 的表示是唯一的. 

H 

10- 因为％ =〜= 6幻+…十 〜 Cj + …所以^― 

_. ■ I 

= € t -反过来，假如 1^=4^ +…+〜 = 那么 r = r € = re : 

+ — + rf ，， 即是 £1 = ^!，…= 的和 r 再当「力 + ... +” 〆 „ = ()，两边 

用 A 右乘即得0,所以这表示又是唯一的.因此及是 A ，…， A 的直和 ■ 
11. 抿定 f 是犮的幂等元，但不是单位元，癤么 / f 中所有满足 ne =^ r ,= 
n 的元 r 】 形成理想見，显然 q 是及，的单位元. 

习思 6- 5 

1. 循环群与非循环群两类,前者是 2 元群与9元循环群的直积，后者是 
2 元群与两个3元群的直积. 

2 . 设 G 是 6 元群，如果它有阶数为6的元 t 那么 G 是循环群，如果没有 

阶数为 6 的元,那么 G 有阶数为 3 的元,因为阶数都是2时 G 是交换群，这时 
G 是 2 元群与3元群的直积，这显然不对，假定 = ] J 是 G 中另一元， 
容易验证 La t a 2 4， fl 6， a % 互异，于是 G^H 1 再 M 只能是1, 

即 f = l ， 又可能或 = 如果 h = M ，那么此不可 ， 因此 
h = 即 ( a i ) 2 = l .这就是说 V = 6 ? = (W = 】， 这是& 的结构，所以 Gt 

Si <^ 

3 * 假定 G = U > 的元数《 =扣， CAg ) 怎 1. 因为 G 中任意元的阶郝是 n 的 
约数，-以 n 是它们的公倍数.但 〆 的阶是9, 〆 的阶是/*，所以《是它们的 
最小公倍.反过来，由§ 2 . 2 习题 4 ， G 中有阶为7!的元，因此 G 是循环群. 

4 -周期群不一定是有穷群■譬如0<^<：|的有理数^的集合其中任 

意两元的加法与蒈通的…样，只是当其和不小于1时，要*少]，訾如+ +音 
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=+，++ + = 0 , 显然 G 对这加法成为群，其中任意元的阶败都是有穷，譬 

如3 . 即的阶数是 3 , 所以 G 是周期群 . 

5. 假定<?=0* 1 )><：(知）>(沿）；<(叫）夂(办〕，它们的元数分别是2 3 ,2 4 ,3, 

3 : ， 3 ' 命 Gi = (a，) *G; = (di) X (a*) = ) *Gj = Cd；) X C<jj) = ( 心七），显然 

0 ^&> ：0 ^& ，这时6 _ 厶 ” 61的元数分别是3 , 2 3 . 3 2 , 2 4 * 3 3 . 

k , n 

6 _ 因为 &<a )= =« ，所以 又因为3： ( 屯 ）= fi “ 所以 L ； f(ai) 

t * i i ^ i 

n u 

= L 扣.但砟是 A = <r 的零点*因此也是 f = e 的穿点，所以冗诈 = 0. 

，’ ■ 1 * - L 

习題 6.6 

1- 把 G 就 G •分为陏集 r , Gu 因为可迁群，所以这样的陏集有^个， 
如果 G 的元数是 fl ， 那么 G 的元数 n = 时. 

2 - 因为 G 〜 ^& 广 1 ，所以 G a 与 £? 〜 > 共板.俵如氏中任意变换不使文 
宇办变动，那么 GSG* ， 但 G 而的元数相等，因此 

即 ^ 与 & 能够交換 . 

4,所求的二个非原系为 U ，4)，<2,5}，{3 T 6}& il ，3,5 M 2， L 6). 

的所有非原系为 U ，2 i ， U ， C ，{5,6 Ml ,3}，{2,5 KU ,6 hU ，6 h 
{2,4}，{3,5}及{1，4,5}，{2,3,6}. 

习題 7*1 

1* 假定 /U) 是 FO] 中的3次既约多项式，如果/&>是正规式，那么 
(尺 * 尸）=3,因此 G;4 a , 如果/(文)不是正规式，那么 (x * m 因此 
S3 - 

2. 因为 II ( 仏一〜） -^ ，由 S 2 - 2 定理3的证明得知儸褥列不 

!<«</<» 

使 d 变动，奇排列把 d 变为一 A 于是 « 如 G 是全由供排列所成•那么 
WZ> 的平方根在 F 中 * 反过来，假如 f 那么 G 中任意元不使 d 变动，因 
此 G 是全由儸祥列组成的 . 


3. 
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\ a t p 

1 <f T fi 


^sj 2 ^n/ 2 _ ^>/ 2— ^n/ 2 1 

\ a t p 

_ 

\ 

i 一 i j —i c 

a \ p r 


X 

r p l a 


P 

p r a l 


5. 由 S L 5习邇6，？一2,2 + 2文+ 1籌不是正嫌式，因此它们的供罗瓦 
群都是又因为 

: r* —1 Qi 2 + 1 = 0： 2 -1 ”― 8jt z = { (^― V ^ T " ) ! -^3} { Cr + ^V^") J_ 3f 

«(x-VT - VTki-v^+VT kx+VT 


—-n/ 3 ) Cx+V^ 2 +-%/ 3 ) ， 

所以其分裂域 K = Q ( W ，^ J ). 于是其伽罗瓦群 G = <1，〜 r ， W 的群表 
为 



1 


2 3 4 
2 3 4 


<3 



2 14 3 

3 4 12 


其中 1 = V ^ T + v r T ,2= VT - VT , 

3= - v^"F +^/^"，4 = ^ 


p 


3 2 


6. 因为在0|>]中/_1(^ + 1是既约的，而？一 5： c a +6 是可约的，所以 
前者的伽罗瓦群是可迁群而后者的是非迁群.又因为 

— + 6 ( 工 2 — 2 ) (jt 1 — 3 ) 

它的僬罗瓦群 G ={ l /， r /} 的群表为 
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2 3 


4 


2 


4 


P 



其中 — t 
3 = v ^3~ A = —\/^. 


1、 由定理2,尺 ifOO # 是多项式 〆 一 a 的零点，的伽罗瓦群与/次单 
位根形成的声元循环群的子赛两构，但 f 元循环群的子赛只有自身及单位 
元群.从前者言， /— a 在中是既约的，从后者言，/一 a 在 /■!>] 中完全 
分裂 • 

8* 假如£1 = /(文)贫 (怎 ) = 1(1 一 = 那么 /( 工）中不含工的项 

士6必为 ±£V ，即 6=tV, 于是^^ = «/ = £1*，0<是<#* 因此 (A, 夕 ）= 1, 即 rk -\~ 
j 户=1.所以 

a^a 1 * • - CfrV)^ = ^ T ff=^ef , 

于是 x t， — a = ^^ Gf , = C J — a ) ix p ~ 1 "H ax ^ -1 -f * * ■ 4- a^~ x ). 


习題 7.2 

1 . 假定沁 " g 2 ) 所属的域是尺 、因为 山所以 / re / c ( G f )， 因 
此/:土尺⑹川尺 ( g 2 ) .再命 aejcccdn 尺 cc ; 山那么 g !， c ) 中任意元不使 

a 变动》因此0^石 2 )中任意元也不使^ 变动. 于是 w 尺、即 
因此 K - tJCCGDflKtGi ). 

又假定 GnG 所属的体是尺 '因为 仏门仏^;,,所以 dg 山尺沁 £ )「 
K \ 于是 F (尺 （ C 山/ ：( Gi ))& K ：' 但/■(尺(0 1 )，尺(&)>所厲的群<7显然是 
G , n ^ 的子群，即 G ' GqriGj ，所以 F { KiGO ， KiGt )^ K \ 因此 
F(K( t G l ^ f K(G i ^). 

2. 因为尸 (/：〗，&) 所厲的群 G ' S ；( J ^) nG ( A ). 但 所 

屑的域是 RKpD , 因此 G ^ GCDnGCM ). 

又因为尺,11^：!所属的群0^26(尺,)，所以(尺 2 )),但 
( G (尺山 GCK ： 2 )) 所属的域是 J ^ fH ， 因此 

3 . 因为尸是尸的正规域，所以 /： U ) 也是/：的正规域.假如尺( 0 )关 
于尺 的伽罗瓦群 C ； 与 FU ) 关于 F 的伽罗瓦群致，因为 G 中任意元不 
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G 4 i = U U ， G< 产 {1 t 

关于 Q 是 4 次的有 5 个： _ 

Q (“ VT >, Q (^ yT )， Q ( i ^ / r )， QCi ： l + o 4 T )， Q ( U — U 々 T >， 

它们所屑的群都是 2 元群，分别为 

■■ Gji ^ { 1 *Gtz~ 0 *r} tGj3 = {1 T^r} 

Cth = {11 tfr} * G 找 ={1 iff s r }* 

它们之间的关系如上页图式所示. 

夂1)是显然的. 

2) 因为 G 中任意元把 X 中 F 的可离元仍然变为可离元，所以它把 L 仍 
然变为 I ，并且它不使 F 中任意元变动.又 G 的元数是叫，而 (L ; JO = rta , 所 
以 G 可以看成 L 关于 F 的伽罗瓦群. 

3) 显然 G 中不使中任意元变动的元也不使 h 中任意元变动*反过 

来，假如0不使私中任意元变动<«/ = 〆 即得 Gra — a〆 
= 0.于是.所以也不使&中任意元变动 ■ 

4) 假如/。^&,^{=。，因为(<11 1 穴= 0，所以0=4.这就是说 〆 

只有一个户重根.因为 G 中任意元把的零点仍然变为它的零点,因此 
它不使《变动.所以 aeXp 

5) 因为 G 中不使[⑹）中任意元变动的元，同样也不使 K ( G ) 中任意元 
变动，所以 GOaG !)) 的元数等于 t ^ LCGJ ) 的元数，但 G 也可以看成 L 关于 
F 的伽罗瓦群，并且 

GatG ^ J - G ^ GCKCGi ))^ 

所以 

6) 假定 尺 因为 GCD - Gai ) ，并且 L(G 

{ K i )'>= LCG ( L l ))= L l 所以 〆 因此 尺 卜 

习題 7.5 

1- 因为 时. >!• 是单群 * 所以&=»人=^：是又的合成群列,但儿是 

非交換群. 

3 .^ —红 + 2有三个实根，所以它不能用根号解出. 

习题 8.1 

2* 假兔 V = K + … + K, 如果对7中任意 ”+1 个非零元* " + - % +1 我们 



习埋答案 


357 


有0„ +1 = £^ 1 +山+〜4^€/£，那么”是由V唯一瑜定，下面我们对 n 用归 
纳法来证明. 

当时，7 = 1^，即V是既约的1因为(1 1 乒0,/^ 1 參0，那么；^ 1 =7 1 即 
只= 所以 A = 假定”一 1时，性质成立.设《 产〜 +… +d,， K ■叫 eR. 

我们可以假定 an 关0,由于是 

av = ffr — =( 今 2 _ 令卬 2 )-卜 = 2 t - p, frt 

即夂是 W = h + … + K 中元，根据归纳法假设，我们有 + - + 

因此 — 0_ + )4=6 4 (叫一(1 2 4> + …" \- b n (<* n — a n aO 

所以 a B+1 = (a fl+ i—a 2 - ^— a m ) a ^ b 2 a 2 -\-^ +6_<v 

, { 2 0\ \ 4 0 \ 

3 ■因为 A J^ Z A A n ，所以不满足极小 条件- 

.Z U / \ 4 U / 

习题丨2 

1_ Fttg- 

1因为仿不能用质数平方 聱除时 ，:? - (历）中没有异于零的幕零元. 

3 . 假如丑的中心的根基不为萼^是其中一元，那么兄是 i? 中非零的 
幂零左理想，这与假设不合. 

5- 假定 1" = 0,那么 (L，L/iV = 0. 

6. 假定丄 ¥0,那么 L 中有元 a 使 La 关0,因此 L = La ■于是 L 中有元 e 
使 ea ^ a . 所以 A =似，即 (P— e)a = 0. 假定厂；⑷ dh = 0} ，那么 //是 

R 的左理想，并且厂 &L , 但所以厂= 0,因此〆于是 i >^0 所以 
L = Le- 

7* 设#* = 0,充那么及 [ LA % 于是; = a 

习鼉 8.3 

1- 由定理5及 S3- 6习埋10即得. 

2■设 csg+A ， 君是正交幕等元 ， 那么 ge = g z ~\~gh = g ， eg=g 2 
+心=贫，所以圮 = K = 但硿反过来，假如犮狖，而|)关发 2 ;及乒 

G 那么 g 及 e - g 都是蓁等元，并且其和为〜所以 e 不是本原幂等元. 

3 .假如丄=沿不是极小左理想，设由~裇+ /— 得 L 

+ 即 L = /o+L”e = ei + e2, 因为 + 所以 
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^0,同样 因此 f 不是本原幕等元. 

4. 假定及=岛+… + L , 这里 乙是沢 的极小左理想，显然 

OCLCZ^Z^O — Ci^H - VL W ^R 

是只 的一个合成列，所以$满足极小条件再假如 N 龟 R 的根基 t 那么//= 
NR = 叫+…+ NU 但^ NL t H 如杲 = 因为 V = 0, 所以厶 =- 
7^1 = 0，此 不可. 因此 NL -0. 于是 N -0. 

习理& 4 

1* 由定理 2 , S l a 魏特邦定理及§丄1巧题 s 即得. 

2+因为两个以上体的直和不再成为体- 
3 - 引用定理2及 §8-3 习埋 3. 


习题 8.5 

1- 因为 a 是左拟正则元，所以 a+i+A = 0, 又因为 V = 

所以 V + 于是 

= a-\ra ! ~\ra a-\-^-^ra^ia -\~a-\-a , a) = a lT * 

因此再如果 a + A+£w = 0 * 于是 

b a-^hia-^a* -\ra'a) 

=^+d+^a+y + (*i+i+ 知 )。’ =a\ 

2 - 由（ 一 ^) 6 6 = 0 得 <1*<( — a ) * 6) — (a i ) 4 b^= ( — <» £ > 。 b=0, 

3 - 假如 / 。 6 二 0^ 是奇数，那么 

a ° { ( 2 ( — a )' j a 6 j=^{a s s 6 — 0, 

-=l 

4 - 假定 d+f+ai& = 0 , 那么 

ha^ (^-ba^bca ) + C 一 ba — bca )ba = 一 A(c + ti 厶 H-ca^>a = 0* 

5* 因为及=友一 J ， 所以 C 及5) 2 =及5及即及 3 是及的幂零左理想， 
因此及孑=石，于是 P 6 及 T-fn We 及 i = 即 S 生成的左理想是 
幕零左理想，但 S 是半单纯环，所以5 = 1因此 
G - 因为一 aE J ， 所以 一( J + a ’一 a f a = 0, 于是 

0=( 一 «H <i J — a^a)x — — — ^ x ^ a f x ^ a f x ~ — x . 

7. 由上題即得， 
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也因为 a + y )( i+d = i +4+ Y + y 0 = i . 又因为，所以 （1+ 
dKl+i 卜 1. 

10. 因为 r — r ^ L , 显然 SL ， 否則4厶即及=厶这不可，于是根据冲 
恩引理 R 中有包含 i 而不包含 d 的极大左理想，这子环又是 J ? 的极大左理 
想，因为它是 L 的扩张环，所以它又是正则环 - 

11- 由上题及定理9即得. 

12- 假定因为 = a ，而 a {— a ! )€人所以 J 2 中有元厶使 

— aa ~\~b — aa f b = 0 

用 W 左乘化简即得 一^ = 0. 于是。= 0,所以,/ = 0, 

13 .假如那么 n ^ + Y (m+n ) =0 即因为 

n 是偶数，所以只有 g 是左拟正則元 * 

假定如果那么 1泛 n 这与族设不合 . 所以 i + j 有 
逆元 t 即（]+^0(3+，）=〗*因此^是左拟正則元，于是#是拟正則理想，所 
以 jvg 丄再假如 j 中元有逆元，那么 ie 久但1不是左拟正則元，所以 j 中 
元都没有逆元.因此于是 

1匕因为 f 々&/， 所以色心中任意元听是尺的左拟正则元，即抑+ 6+ 
= 因此 + = 0* 所以 eRe 的根基夕再假如 

八那么的拟正则左理想，于是对于尺中任意元⑽是左 
拟正则元，所以 * e = xere 也是左拟正則元，即俗 r<re J ， 所以 ere ^ Jy ^ 
此 ere € ，即 lT ^ eJe . 

1 G . 因为及是本原环，所以及中有极大左理想财使得 = 
3. 即财时— = 5,因此时 rCM 但所以 I M : R 、= N ■这 
里财显然是及的极大左理想. 

习题丨6 

1- 因为交换本原环是域. 

习題 8.7 

3 .假设及是本原环是 及的两 个理想，如果弇0,因为只 
是 V 的稠密环，所以及中只有零元零化 V . 因此 BV #0, 于 = 所以 
AF = i 4 BV = a T 即 >1 = 0. 
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因为*在0,所以* V 关于 D 的维数>1•俚定是两个线性无关的 
元，根据密度定理 - R 中有元 a 使邮1 = 0，《灯#0.因 此你关 0* 命 

，那么 乙是 /?的左理想，因为 加 eL ， 而 L 是极小 ，所以 L 
。二. 因此即 ^-0, 这与假设不合，所以关于 D 的维数是 1. 
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— 画 

一对的映射6 
—般多项式打 2 
n 重可迁 323 
环 320 
户-群 39 

二画 

二 面体群 33 

三画 

上的同态 56* 77 
上 的同构 47 
上的映射6 
子代数1如 
子体75， U 6 
子空间 130 
子环 65 
子域 75 
子集2 
子模 136 


(以汉字笔画为序) 


子群24 

四画 


元1 

元数 2, 7 
内的同态 56, 77 
内的映射6 
内 （自） 同构 50, 79 

内同构群 
无因子理想108 
无零因子环66 
无穷环64 
无穷集2 
无穷维空间131 
无穷群16 
无扭群44 
不可分解元116 
不可分解环228 
不可分解群224 
不可分解模224 
不可分解左理想285 
不可离元1的 
不可离多项式 
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不可离域171 
不可数集7 
不完全域171 
不变51 
不变子环79 
不变子群51 
分式83 
分式环 SS 
分式域 S 4 
分类9 

分®多项式186 
分裂域160 
中心 41，65 
中心化子53，75 
中问体146 
双射6 
互质]05 
长209, 213 

五画 

包含集2 
可分解元116 
可分解环228 
可分解群224 
可分解換224 
可迁系242 
可迁群239 
可逆元70 
可逆映射6 
可除代数138 
可除环72 
可离元 


可离多项式 16 ft 
可离域 m 
可数集 7 
可解域 217 
可解群213 
代数 138 
代数元 93 
代数无关 188 
代数闭域 157 
代数扩张体158 
代数体158 
代数运算8 
代数系 9 
代数底192 
代数单扩张域 152 
代数相关 188* 191 
代数域 158 
代数基本定理 125 
右单位元 2 CK 312 
模 135 

正交幂等元230 
正則元66 
正则环102 
正则理想101 
正則左理想312 
正规子群41 
正规化子42 
正規代数143 
正规可除代数143 
正规扩张域164 
正规式165 
正规域164 
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正规底262 
正规群列209 
本原元】47 
本原多项式 
本原体242 

本原环 314 
本原理想 314 
本原单位根 I 83 
本原群 240 
本原幂等元 297 
生成元 28, 32, 卵， 131 
生成元集 M 
生成的理想97 
生成群32 
四元数 73 
四元数体 74 
四元数群46 
主理想98 
主理想环 113 
半单环 28 S 

半单环主要构造定理 319 
半群1心63 

对称群17 
对换266 
加细210 
加群23, 63 
外 （自） 同构 50，79 
布尔环 69 
布劳尔定理287 
布 朗-麦 珂根基329 
卡莱定理48 

卡登一布劳尔一华罗庚定理乃 
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汉弥尔铕环100 
汉弥尔顿群 4] 

弗罗宾纽斯定理140 

六画 

有序集 U 
有穷体 73 
有穷环64 
有穷集2 
有穷维空间 
有穷群16 
有单位元环 S 8 
有相等浓度7 
有理数域73 
交代群口 
交换体72 
交换环 
交换群16 
交换群基本定理236 
交换图8 
交错代数〗43 
交集3 

多对一的映射 S 
多项式89 
多项式环89 
自己上的映射7 
自己内 的映射7 
自由群34 
自由模138 
自同态56 
自同态环80 
自同构49 
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自同构群49 
自然闻态59 
自然数集12 
自然数的有序性12 
自然数的最小性12 
同余10，43 
同余类10, 43 
同余群43 
同余加群43 
同余环96 
同态56，77，136 
同态基本定理59 
同态核58, 100 
同构47，77，100 
同值154 
同值映射154 
西洛子群 40 
西洛第…定理39 
西洛第二定理53 
共轭 5]，52，155 

共轭子群52 
共轭元 155 
共轭体155 
共轭类 52 
次直和317 
次数 89, 131, 152 
次数列 217 
约元 115 

约当一篇尔特尔定理213 
约当代数]43 
约理想105 
扩张体 U 6 


扩张环65 
合成环列216 
合成域列217 
合成群列210 
并集 3 

阶数 29 
全矩阵环64 
冲恩引理汀 
因子分解115 
导函数122 
向童空间129, 135 
延长161 
宇 33 

七函 

完全分裂160 
完全.可分解群224 
完全直和327, 229 
完全域171 
完全准质环145 
完全象源6 
完全群 51 
克莱茵四元群 3 S 
克罗纳克尔定理156 
纯无穷群44 
纯不可离元169 
纯不可离多项式169 
纯不可离域175 
纯超越扩张体1仍 
纯超越体159 
伽罗瓦式165 
镞罗瓦理论的基本定理255 
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伽罗瓦域164, 181 
伽罗瓦群 247, 251, 260 
阿丁代数 此1 
阿丁环 281, 285 
阿丁定理£60 
阿丁模加 2 
阿贝耳式252 
阿贝耳域248 

阿 M 耳定理 272 
阿贝耳群16 
伯恩赛德问题42 
伯恩赛德定理 21 S 
伯恩赛 德猜想 234 
拟正则元306 
拟正 W 理想307 

拟逆元 
拟乘法305 

系5 

没有中心41 
扭群44 
体72 
余式92 
初等交换/群 
局部有穷群60 
李代数144 

八画 

单代数139 
单扩张 147- 

单位元15 
单位元群16 
单位根183 


单位算子200 
单位理想96 
单环 99 
单理想203 
单射6 
单群 M 
单模136 

线性无关 
线性变换273 

线性组合 
线性相关130 
线性群16 
欧氏法式92 
欧氏环115 . 

欧拉函数32 
极小生成元集234 
扳小条件 2 S 1 
极小理想113 
极大子域75 
极大正規子群210 
极大理想108 
空宇33 
空间329 
空集2 
变形50 
变换7 
变换群17 
质元 H 6 
质环112 
质体147 
质域 U 9 
质理想110, 111 
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实四元数体74 
实数域73 
直和 218, 227 

直和因子 2 ].S 
直积218，222 
直积因子 21 S 
非迁群239 
非原系240 
非原体242 
非原群240 
非结合代数 U 3 
所属的域254 
所属的群254 
并集3 
函数6 
奇排列27 
和102 
环63 
周期群43 
拉格朗 H 定理39 
构造元素140 
忠实模 ] 37 
酉模137 

九画 

浓度2 
映射5 
类10 
差集3 
差群43 
差模] 36 
相等2，7 


相伴]]6 
结合代数143 
结合法 S 
逆元 16，20，70 
逆同态82 
逆同构6】，62 
逆环 82 
逆映射6 
恒等映射7 
指标38 
指数169 
重数369 
重零点122 
复数域73 
复群 M 
既约左理想136 
既约多项式]21 
既约空间130 
既约模136 
带算子群200, 204 
带算正規子群200 
带算同态 20], 204 
带算同构 扣1 
带算环204 
带算群199 
显然分解 U6 
挖补定理 S 1 
费马定理187 
査生浩斯定理207 

+画 

真子环 H 
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真子集3 
真子群24 
真包含集3 
真约元116 
乘集16 
乘群72 
乘法表22 
换位子 44 
换位子群44 
髙 斯数环 10 S 
髙斯数域73 
根91 

根号扩张域267 
根号解出扣 7 
根基 £88，308 
根基环 289, m 
特征子群51 
特征数 148 t 150 

特殊线性群 25 
倍元115 
倍理想105 
积 15， 35 
陪集37 
值91 
秩34 T 234 
消去221 
降链条件281 
贾柯勃逊半单环310 
贾柯勃逊根基308 

十二画 

第一层集4 


第二层集5 
第一同构定理 20 S 
第二同构定理20 7 
第三同构定理20 7 
商92， 106 

商群 43 
商群列209 
商模 136 
偁排列27 
偶数环68 
基底 131, 138 
基础域 138 
旋转群16 
排列 is 
满射6 

域72 

添加 89， 93，146 
理想 96 
维数1幻 
霄来义尔定理212 
离敢直和 227, 229 
密度定理321 

十二画 

集1 
象5 
象两5 

等价关系9 
最大公约理想105 
最大可离域175 
最大代数域159 
最大超越域194 
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最大集3 

最小公倍理想105 
最小集4 
循环式£52 
循环环83 
循环域248 
循环排列25 
循环群 2 S 
循环模] 37 
超可解群2]7 
超越元93 
超越次数192, 193 
超越扩张体 I 5 S 
超越体158 
超越单扩张域152 
超越域158 
署级数环&4 
幕等元69 
幂等理想104 
幂零元67 
幂零元环67 
幂军元理想104 
幂零半单环310 
幂零根基 30 S 
幂零理想 1 (H 
幕零群 215 
鲁洛斯定理194 

+三画 

群 15, 24? 

群方程52 
群环64 


群的长 213 
群表22 
群指标 237 
群指标群 237 
群等式 52 
零化元66 
零化理想] 06 
零元23 
零因子66 
零同余11 
零同态 56 
莩环 65 
零空间 130 
零点 91 
零理想％ 

雩模 136 
数模23 
圆群 306 
稠密环 3 H 

+四画 

算子 199 
算子集 199 
縮减次数 169, 175 

+五画 

徳狄亊得定理 261 
模 23, 335 

+六画 

整环66 
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整除115 魏特邦-阿丁第一构造定理 

整数环64 魏特邦，阿丁第二构造定理 

整数集1 
韉布金斯定理狀 8 

+八画 

晚特邦定理 


